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RCsumC. 

Abstract. 

Dans cette Note nous prksentons une gCnCralisation des algorithmes de recuit simulC 2 
des situations oh l’knergie H est inconnue, mais approchable par une suite d’estimateurs 
fonctionnels (H,, )n >0 convergeant uniformement vers H avec une vitesse presque stire 
convenable. 0 AcadCmie des SciencesMsevier, Paris 

Simulated annealing with a sequential estimator 

of the energy 

In this paper we introduce a generalization of the simulated annealing algorithms to the 
following situations: the energy H is unknown, but can be approximated by a sequence 
offunctional estimators (H,, )n>O, and ( H,,),>O converges uniformly towards H with 
a convenient almost sure rate. 0 AcadCmie d& Sciences/Elsevier, Paris 

1. Hypothkses et rdsultats 

Le cadre de notre travail est le suivant, on considkre une suite d’estimateurs fonctionnels rkels 

FL)n>o de I’Cnergie H, dkfinie sur un espace mew-k (O! Be, X), telle que les hypoth&es suivantes 
soient vCrifiCes : 

Hl. 11 existe une suite dkterministe (5 n ~0 positive, dkroissante vers 0 telle que : ) 

IIHn - Hlloc = O(b) P.S. (1) 

oti I I . ll33 dksigne la norme sup sur 0. 
H2. L’energie H est une fonction de classe C* admettant un nombre fini de minima globaux. 
On dtfinit pour 1’Cnergie H la mesure de Gibbs GoH g la temperature T = l/p de densitk 

relativement 5 X de la forme 
1 +-PH, 

2, 
oa Z[j = 

s 
e-“*dX. 

0 

Le lemme qui suit rappelle la propriM de la mesure de Gibbs, lorsque 1’Cnergie H est assez rkgulikre. 

Note prksentke par Paul DEHEUVELS. 

0764.4442/98/03261003 0 AcadCmie des Sciences/Elsevier, Paris 1003 



P. Vandekerkhove 

LEMME 1. - Si 1 ‘e’nergie H ve’rifie 1 ‘hypothkse H2, la mesure de Gibbs qui lui est associPe vPrije alors : 

02 Ice = (det V2H(B))-l12 et 2 = CBEH* ko. . 

Le lemme precedent est l’analogue du theoreme de Hwang (voir [4]), qui considere le cas oti H* 
est une variete et H est de classe C3. 

On suppose maintenant que l’energie H est inconnue mais peut Ctre approchee par des estimateurs 
fonctionnels H,, au sens donne en Hl. Nous proposons dans ce qui suit une methode permettant 
d’optimiser asymptotiquement la fonction H, en optimisant pas 5 pas les fonctionnelles H,. 

On definit la mesure de Gibbs GonHn adaptee a la fonctionnelle H,, par : 

G&H, = Z,~e-~~HYlX, oti z&‘ = 
s 

,-&, Hn dJ 7 
0 

oti ,& est un parametre donne a priori dependant de n. On montre alors le theoreme suivant : 

TH&OR~ME 1. - Sous les hypothdses Hl-H2 ROUS avow : 

II%,H, - GP,HIIVT __f 0 p.s. si AL - 0. 
n-02 TX--+CX 

De ce theoreme nous deduisons que pour une vitesse ,& tendant vers l’infini moins vite que S;l, 
la mesure de Gibbs G,d,H, adaptee aux estimateurs fonctionnels H,, se comporte asymptotiquement 
comme G~,H qui d’apres le lemme 1, charge tous les minima globaux de la fonction H lorsque 
n -+ co. 

On propose pour simuler le comportement asymptotique du processus a valeurs mesures 
(GBnHn)n20, de construire une chaine de Markov non-homogene dont le noyau de transition pour 
chaque n 2 0, dit noyau de MPtropolis, est defini de la man&e suivante : 

NH,,,Y,(~.~E) = 1 ~r,(o<~,(e)N(& dl) + lH,(EPHn(0)e -Pn(Hn(E)-Hn(B))N(B, dJ) + QH,Se(d<), 

ou QH, est ajuste de telle faon que J NH, (0, d<) = 1, et N est un noyau markovien, homogene, 
verifiant les hypotheses suivantes : 

H3. 11 existe une probabilite o sur 0, un entier 1 > 0 et une constante c > 0 tels que pour 
tout 0, Ne(O, .) > co(.). 

(Cette hypothese est connue sous le nom de condition de Harris, voir [5].) 
H4. X est une mesure reversible pour le noyau N, c’est-a-dire que pour toute fonction h mesurable 

bomee de O2 dans W : 

s h(0, <)A(d@) @ N(o, d<) = 
s 

h(B, E)X(dt) @ N(E,d@. 
02 Q? 

Grace a cette demiere hypothese on montre que G,d,,H, est reversible pour le noyau NHn, et on 
montre le theoreme suivant : 

THBOR~ME 2. - Sous les hypoth&es Hl-H4, et pour S,, = n? avec ~2 > 0, il existe une constante 

ya = inf(o, l)(ellHIIm)-’ telle que pour tout y < yo et tout & = ylogn, on ait : 

Ilf’o, - G/LHIIVT ,io;.o p.s., 

02 les lois successives PO,, de en se dkduisent L? ‘l’aide de la formule PO,,, = Pe,NH,o, . 
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2. DCmonstration des thCor&mes 2 et 3 

Soient li et V deux fonctions borntes sur 0, et GU = Z,‘e-“dX, G\r = Zv’e-“dA, des mesures 
de probabilite associees, oti 2~ et Zt; sont des facteurs de normalisation. On a alors l’intgalite 
suivante : 

Cette inegalite, appliquee a G,dn~, et GB,H, nous donne : 

lIGa,~n - GB,HIICT I Pnll~n - Hllcc = W&&) p.s 

Le theoreme 3 s’obtient en montrant que le processus (u~)~>o = ( ]IPs.~~,, - G~,r~,,]]\~~)n>a 
converge vers 0 pour tout /3n = ylogn, oti y < ya = inf(a,l)(ellHll~)-‘. On montre en effet 
que la convergence de ce processus extrait, donnant la position du processus de recuit par rapport a 
sa mesure invariante a des intervalles reguliers de longueur C, entraine la convergence, sur tous les 
indices de temps nk de Po.~,~~ , vers ,!L,w,, . 

3. Applications 

1) La methode que nous venons de presenter s’applique par exemple au probleme de l’estimation 
algorithmique des modeles de melanges ou de chaines de Markov cachees (CMC) (voir [8]). 11 s’agit 
dans ces deux cas d’optimiser asymptotiquement une entropie, dont la structure est inconnue, et qui 
s’exprime comme limite ergodique de moyennes empiriques de fonctions de chdnes de Markov, 
que nous noterons A&. Sans rentrer dans les details, on montre sous de bonnes hypotheses que les 
estimateurs fonctionnels n/r, de l’entropie m-dimensionnelle H pour ces modeles (m = 1 pour les 
melanges, et m. > 2 pour les CMC, voir [7]), convergent a la vitesse : 

(2) 

lorsque I’espace parametrique 0 est compact. 
2) Une autre application concerne l’estimation du mode de la fonction f de regression d’un modele 

de regression non-lintaire avec variable explicative stable (voir [3], p. 241), dont la forme est rappelee 
ci-dessous : 

X n+1= f(@n)+h+lr 

oti (@‘n)n>O est une chaine de Markov stable, (~,,),>a une suite de bruits adapt& a une certaine 
filtration F, et f une fonction suffisamment reguliere (pour le detail des hypotheses, voir [3], pf. 238 
a 241). 11 existe alors, pour ce type de probleme, une suite d’estimateurs empiriques (fn)+a 
de f convergeant presque sDrement avec des vitesses uniformes sur tout compact de l’ordre de 

o(n -1/2+afdr 1 + O(nwa), oti a, d et T sont des constantes positives verifiant certaines contraintes. 

Voici done un autre type d’application oti l’hypothese Hl est satisfaite, et oti la vitesse de convergence 
presque sure diff?re de celle decoulant de la loi du logarithme it&t classiquement rencontree dans 
les problemes de statistique parametrique. 
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