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Résumé.  Dans cette Note nous présentons une généralisation des algorithmes de recuit simulé a
des situations ol I’énergie /1 est inconnue, mais approchable par une suite d’estimateurs
fonctionnels (H,,), >0 convergeant uniformément vers H avec une vitesse presque sfire
convenable. © Académie des Sciences/Elsevier, Paris

Simulated annealing with a sequential estimator
of the energy

Abstract.  In this paper we introduce a generalization of the simulated annealing algorithms to the
following situations: the energy H is unknown, but can be approximated by a sequence
of functional estimators (H,,),>0, and (H,,),>o converges uniformly towards H with
a convenient almost sure rate. © Académie des Sciences/Elsevier, Paris

1. Hypothéses et résultats

Le cadre de notre travail est le suivant, on considére une suite d’estimateurs fonctionnels réels
(H,)n>o de I'énergie H, définie sur un espace mesuré (O, Bg, A), telle que les hypothéses suivantes
soient vérifides :

H1. Il existe une suite déterministe (6, ),>0 positive, décroissante vers 0 telle que :

[|H,, ~ H||loe = O(6,) p.s. ¢}

ol || - || désigne la norme sup sur ©.
H2. L’énergie H est une fonction de classe C? admettant un nombre fini de minima globaux.
On définit pour I'énergie H la mesure de Gibbs Gggy & la température T = 1/4 de densité
relativement & A de la forme
Lot oy 7,= / e HdA.
Zp ‘ e

Le lemme qui suit rappelle la propriété de la mesure de Gibbs, lorsque 1'énergie H est assez réguligre.
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LEMME 1. — Si l’énergie H vérifie I'hypothése H2, la mesure de Gibbs qui lui est associée vérifie alors :

1
Gan e Z Z kobg,
geH~
oit kg = (det VZH(0))™Y2 et Z = 3 ycpy- Ko .

Le lemme précédent est 1’analogue du théoréme de Hwang (voir [4]), qui considére le cas ou H*
est une variété et H est de classe C3.

On suppose maintenant que 1’énergie H est inconnue mais peut étre approchée par des estimateurs
fonctionnels H,,, au sens donné en H1. Nous proposons dans ce qui suit une méthode permettant
d’optimiser asymptotiquement la fonction H, en optimisant pas a pas les fonctionnelles H,,.

On définit la mesure de Gibbs G g, adaptée a la fonctionnelle H,, par :

Gﬁan :Z;Iie_ﬁand/\, ou ZHn — / e~‘[3and/\7
(€]

oll 3, est un parametre donné a priori dépendant de n. On montre alors le théoréme suivant :

THEOREME 1. — Sous les hypothéses H1-H2 nous avons :

|Gg, b, — Ga.mllvt ——0 ps. si Bpb, ——0.
n—oo N—>00
De ce théoréme nous déduisons que pour une vitesse 3,, tendant vers I’infini moins vite que &1,
la mesure de Gibbs G, g, adaptée aux estimateurs fonctionnels H,,, se comporte asymptotiquement
comme Ggs, y qui d’aprés le lemme 1, charge tous les minima globaux de la fonction H lorsque
n — oO.
On propose pour simuler le comportement asymptotique du processus a valeurs mesures
(Gg, H, )n>0. de construire une chaine de Markov non-homogene dont le noyau de transition pour
chaque n > 0, dit noyau de Métropolis, est défini de la maniére suivante :

N5, (0.d6) = Iy, (6)<m. )N(8,dE) + Ly (¢)> a1, (e~ 2 EO-HOIN(B d¢) + Qp, 84(dE),

oll Qp, est ajusté de telle faon que [Ny (6,d€) = 1, et N est un noyau markovien, homogene,
vérifiant les hypotheses suivantes :

H3. 1l existe une probabilité « sur ©, un entier £ > 0 et une constante ¢ > 0 tels que pour
tout 8, N¢(0,-) > ca().

(Cette hypothése est connue sous le nom de condition de Harris, voir [5].)

H4. )\ est une mesure réversible pour le noyau N, c¢’est-a-dire que pour toute fonction i mesurable
bornée de ©? dans R :

[ 10970 & N6.06) = | n6. )6 8 N(e,6).
Q2 02

Grice a cette derniere hypothése on montre que Gg, g, est réversible pour le noyau Ny, , et on
montre le théoréme suivant :

THEOREME 2. — Sous les hypothéses H1-H4, et pour 6,, = n~=% avec a > 0, il existe une constante
vo = inf(a, 1)(¢}|H||e) ™" telle que pour tout v < 7o et tout 3, = vylogn, on ait :
Py, — Ga,ullv ——0  p.s.,
n—oo
ot les lois successives Py de 8, se déduisent a 1'aide de la formule Py

= P, N, 3,
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2. Démonstration des théorémes 2 et 3

Soient U et V deux fonctions bornées sur ©, et Gy = Z;'e~Vd\, Gv = Z;-'e~Vd ), des mesures

de probabilité associées, ou Zy et Zy sont des facteurs de normalisation. On a alors I'inégalité
suivante :

l|Gv — Gvilvr £ % osc(U -V), ot osc(W)= sup (W(8)—-W()).
9e6,£€0

Cette inégalité, appliquée a Gy, g, et Gg,m, nous donne :

UGa,m, — Ga,ullvr < BnllMn — H|loc = O(Babn)  ps.

Le théordme 3 s’obtient en montrant que le processus (un)n>0 = (|[Poy , — Ga.ot. llvr)nzo
converge vers 0 pour tout (3, = ylogn, ot v < v = inf(a, 1)(£||H||s)~". On montre en effet
que la convergence de ce processus extrait, donnant la position du processus de recuit par rapport a
sa mesure invariante & des intervalles réguliers de longueur 4, entraine la convergence, sur tous les
indices de temps n de PgMnk, Vers g, -

3. Applications

1) La méthode que nous venons de présenter s’applique par exemple au probléme de 1’estimation
algorithmique des modeles de mélanges ou de chaines de Markov cachées (CMC) (voir [8]). Il s’agit
dans ces deux cas d’optimiser asymptotiquement une entropie, dont la structure est inconnue, et qui
s’exprime comme limite ergodique de moyennes empiriques de fonctions de chaines de Markov,
que nous noterons M,,. Sans rentrer dans les détails, on montre sous de bonnes hypothéses que les
estimateurs fonctionnels M, de I’entropie m-dimensionnelle A pour ces modeles (mn = 1 pour les
mélanges, et m > 2 pour les CMC, voir [7]), convergent a la vitesse :

log logn
1M, = Hlloo = O /=252 | ps. @)

lorsque I’espace paramétrique © est compact.

2) Une autre application concerne I’estimation du mode de la fonction f de régression d’un modele
de régression non-linéaire avec variable explicative stable (voir [3], p. 241), dont la forme est rappelée
ci-dessous :

Xn+l = f((bn) + €ntis

N

oi (®,),>o est une chaine de Markov stable, (€n)n>0 Une suite de bruits adaptés a une certaine
filtration I, et f une fonction suffisamment réguliére (pour le détail des hypotheses, voir [3], pp. 238
3 241). 11 existe alors, pour ce type de probléme, une suite d’estimateurs empiriques (fn)n>0
de f convergeant presque siirement avec des vitesses uniformes sur tout compact de P'ordre de
o(n~1/2*atdr) L O(n~%), ol a, d et r sont des constantes positives vérifiant certaines contraintes.
Voici donc un autre type d’application ot I'hypothése H1 est satisfaite, et ou la vitesse de convergence
presque siire differe de celle découlant de la loi du logarithme itéré classiquement rencontrée dans
les problémes de statistique paramétrique.
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