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RCsumC. L’objet de cette Note est d’etudier, sous des conditions simples, la normalit 
asymptotique locale du modkle statistique associC B une chaine de Markov cachee 
homogkne, B espace fini d’&tats, de condition initiale dkterministe, ainsi que 
la consistance et la normalit asymptotique de l’estimateur du maximum de 
vraisemblance. 

Statistics of hidden Markov chains, 
finite state space, nonstationary case 

Abstract. This Note is concerned with the inferential properties of nonstationary hidden Markov 
chain models. We prove, under mild conditions, local asymptotic normality of the 
statistical model, together with the consistency and the asymptotic normality of the 
maximum likelihood estimator. 

1. Introduction 

Les chaines de Markov cachCes, qui sont des fonctions alCatoires de chaines de Markov, on,t CtC 

introduites par Baum et Petrie (voir [l]) B la fin des annCes soixante. 
11 faut attendre environ une quinzaine d’andes pour trouver leurs prem5res applicat.ions. 

Aujourd’hui ces modkles sent couramment utilisCs, par exemple, en reconnaissance de la parole 
par Rabiner (voir [5]), pour modCliser des pCriodes d’excitation dans les canaux d’ions par Ball 
et Rice (voir [2]), ou encore par Churchill (voir [4]), pour mod6liser 1’hCtCrogCw.W des sCquences 
d’acides amids dans 1’ADN. 

L’&olution actuelle, dans ce domaine, consiste essentiellement B proposer des algorithmes 
d’ajustement de ces modbles, alors que peu de travaux traitent reellement de leurs propriCtCs 
infirentielles. Citons les travaux de Baum et Petrie (vair [l]) (en bref B.P.) sur les chaines de 
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Markov cachees g espace fini d’Ctats, stationnaires, et plus rCcemment ceux de Leroux (voir [7]), sur 
la convergence de l’estimateur du maximum de vraisemblance pour des chdnes de Markov cachCes B 
espace d’Ctats quelconques. Actuellement, RydCn (voir [9]) Ctudie des procCdures d’estimatioa et de 
test basCes sur la vraisemblance, tandis que Bickel et Ritov (voir [3]) s’interessent B l’efficacid, et 5 
la normalit asymptotique de l’estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) pour des modkles 
de Markov cachts stationnaires. 

Nous proposons dans cette Note de montrer la propriCt6 de normalit asymptotique locale des 
structures statistiques associCes aux chaines de Markov cachCes B espace fmi d’Ctats, de condition 
initiale deterministe, ainsi que la convergence et la normalit asymptotique de I’EMV dans ce cadre-l& 

2. Pr6liminaires et rhltats 

Soit ((X x K)“, (X @IV)@‘, (&)+o = (X,: Y,,),~o. PO, ~0, 0 E O), la structure statistique 
associCe 5 la chaine de Markov 2 = (&)+o de transition Pe, de loi initiale ye, et de paramktre 0 
appartenant B l’espace parametrique 0. Nous supposons que pour chaque 0 E 8, nous avons : 

l (X,),,, est une chaine de Markov homogkne, rCcurrente positive, & valeurs dans un espace 
d’&tats finis X, de transition 

l Pour tout n. 2 0, les variables alCatoires Yz = (Yi, 0 5 % 5 n) sont indkpendantes 
conditionnellement 2 Xz = (Xi! 0 2 i 5 n). 

l La loi conditionnelle de Y,, B X,, est homogkne dans le temps, et est donnCe par la transition 
-Ye(ylz) = P8 (K = Y I &I = x>. 

Le processus Y = (Y,L)n20 qui seul est observ&, est appelC Chaine de Markov cache’e (CMC). 
Pr6cisons maintenant le cadre statistique des CMC que nous allons itudier. 
Nous identifions le paramktre d ?I la transition PO de la chaine 2 = (Zn)IL~O ; 19 est done une matrice 

indexCe par (X x I’)“. L’espace d’Ctat de la chaine 2 est not6 X x Y. 
H 1. Les ensembles X et Y sont supposCs finis, et leurs ClCments, Cventuellement index&, sont not& \ 

2 et y. A l’instant n = 0, nous avons YO = yo. 
H2. L’espace des paramkres 0 est une partie compacte (pour la topologie usuelle) de l’ensemble 

des matrices stochastiques B entrCes strictement positives indexCes par (X x U)“. La << vraie 
valeur 00 du paramktre >> appartient 2 l’intbieur Oint, supposC non vide, de 0. 

Pour chaque 6, E 8, les chaines de Markov 2 et X sont apkriodiques irreductibles. Les probabilitks 
de transition PO admettent done une loi invariante ~0, et nous avons de plus une convergence 
exponentielle en variation totale de Pt (z! .) vers ~0 uniformCment en z et en 8. D’aprks le thCor&me 
de Kolmogorov, il existe une chaine Z* = (X* ) Y *) stationnaire de transition PO (.. .) indexie par 
z = (0, fl, i-2, . . .}. 

Nous dCfinissons pour tout Ic 2 2 et tout y E Y”, les fonctions 

!?k (d, Y/) = 1% PtJ (&* = Yo(y:& = yI;+l): 
avec la notation y: = (yl, . . . ! yk)‘. B.P. introduisent dans [l], pour la vraie valeur 60 du paramktre, 
une fonction H (fl), Ctroitement 1iCe B ce que nous pouvons appeler l’enfropie. 

oti i&j, est I’espCrance pour la mesure invariante sur Y’. 
De plus, H (0) est 2 fois continament differentiable (voir [l], corollaire 4.3), et l’information de 

Fisher, que nous noterons I (Bo), est donnCe par -H(2)(8o), oti H c2) dCsigne la matrice hessienne 

de la fonction H. Nous supposerons : 
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H3. I(&) est inversible. 
Nos resultats sont les suivants : 

TH~OREME 1. - Sous les hypothkes pre’ckdentes, la structure statistique associke A la CMC (Y,L) ,+, 
est localement asymptotiquement normale (LAN). 

H4. (Identitiabilite) Now supposons que H (0) = H (0 0 si et seulement si B = 00. Rappelons que ) 
H # fIO implique alors la relation H (0) < H(OO). 

THLORBME 2. - Sous les hypothkes Hl -H4, l’estimateur du maximum de vraisemblance e,, du 
paramktre est fortement convergent, asymptotiquement normalement distribue’ et efjicace. Soit 

(1) fi@, - 0,) 4 ,v (0, I (0(p). 

Pour demontrer ces theoremes, nous couplons la chaine de Markov Z a la chaine stationnaire associee 
Z* = (X”, Y*) de m&me transition. Nous pourrons ainsi transferer certaines proprietes de Z* El Z. 

3. Couplage 

Pour utiliser pleinement le cadre de B.P., la chaine de Markov stationnaire Z* est indexte par Z. Pour 
la valeur t9 du parametre, II0 designera la mesure induite par Z* sur (X x I’)“, invariante sous le shift. 

Nous cc prolongeons >> alors la chaine Z, indexee par N en une chaine non-homogene indexee 
par Z. Cette chaine est tgale B Za pour n 5 0, et a 2, pour n > 0. Par abus, elle sera encore notee 

z = (ZnjnEZ. Le mesure induite par Z sur (W x I’)” est notee Qe. 
Nous considerons alors le modttle statistique suivant : 

S = ((W x V)“)‘, ((X x ~)““)“, (Z, Z*), I’?*, Pe = Qe @Ilo, 0 E 0). 

Les chaines Z et Z* sont independantes. Now utiliserons la filtration naturelle, et nous introduisons 
le temps d’arret T : 

T(w) = min {k E N 1 ZI, (w) = Zz (wj}. 

Sous l’hypothese H2, on montre qu’il existe une constante p (0 < p < 1) telle que pour tout n 2 0 
et tout 0 E 0, on ait : 

(2) Pe(T > n) I p’l. 

DCsignons par Z la chaine suivante : 

Remarque 2. - D’apres la propriete de Markov forte, les chaines Z, Z et leurs fonctionnelles 
ont mCme loi. Grace a l’inegalitt (2), nous pourrons << recuperer )> pour Z certaines proprittes de 
la chaine Z*. 

4. DCmonstration des thiSor&mes 

6tant donnee une fonction f de B, f cd) designe sa d-i&me derivee. Nous introduisons T l’operateur 
retard sur les suites, defini par T (Y)~~ = y+l. Pour une observation de la chaine :yt: la 
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log-vraisemblance s’Ccrit : 

Ln (0, Y) = 1% PO b/1, . . . , Yn) 
n-1 

= 1% c ~8(ZO> 21) Ye (YllZl) n X0(%, G+1) Ye (Yi+1(&+1). 
(Zl,..., 2,)EXn i=l 

Mais cette expression s’avi?re rapidement inutilisable pour montrer la propri&C LAN. Nous lui 
prkfkrons l’expression 

(4) L (0: Y) = 2 -& (0, Y) oh ci (0, y) = log P&l (I$ = yiIY;-’ = y;-l). 
i=l 

L’hde repose sur un dheloppement de Taylor avec reste inttgral de L, (0, y) et de sa ckivCe 
Li’) (0, y). G&e 2 [ 11, nous pouvons montrer que pour tous k 2 1, 8: y E Y’, now avons : 

(5) I -eP) (07 Y) - L&j1 (0 > ?lc (Y))l < ad(k), 

oti ad (Ic), indtpendant de B et de y, est le terme g&&al d’une &rie convergente. Utilisant le couplage 
des chaines 2 et Z* et les r&ultats de [I], sections 3 et 4, on montre alors le lemme suivant : 

LEMME 1. - Sous Les hypothtses Hl-H3 pour Ea vruie vaieur du paramke 80, nous avons pour 
tous 0 E 0 et 190 E W : 

(9 

(ii) 

(iii) 

l L$f) (0, Y) - + Hd) (O), P*,-p.s. 
FL-00 

P 
- Li2) (00, Y) z - 1 (do), 
n 

pe,-P.S. 

L LP) (e,, Y) 
fi 

/-y (0, 1 (flo)). 

Les thCoremes 1 et 2 se dCmontrent alors aisCment. 

Note remise le 23 dCcembre 1996, acceptCe aprbs r&&ion le 20 mai 1997. 
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