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Chapitre 1

Le probléme de Monge-Kantorovich

1.1 Le probléme historique de Monge

Dans son Mémoire sur la théorie des déblais et des remblais de 1781, le mathématicien Gaspard
Monge posait la question pratique suivante : quelle est la maniére la plus économique de remplir
un trou avec un tas de sable? Précisons que, dans la question de Monge, le colit engendré par un
transport d’une unité de masse d’un point x vers un point y est égal a la distance euclidienne entre

ces points.

Modélisons la situation de la maniére suivantell] : on considére deux sous-ensembles boréliens
A, B C R? tels que 0 < |A|,|B| < oo (ot | - | désigne la mesure de Lebesgue) et on leur associe les
mesures de probabilité u et v définies par

du(z) = 1]414(17?) dx et dv(z) = 1@;73) dx.

Les ensembles A et B délimitent respectivement I’emplacement du tas de sable et celui du trou. La
mesure p est la distribution source et représente la répartition de masse dans le tas de sable (ici, pour
fixer les idées, la répartition est uniforme). La mesure cible v représente quant & elle la répartition
de masse dans le trou une fois celui-ci bouché (1a encore on imagine une répartition uniforme pour
fixer les idées).

Donnons quelques exemples :

Exemple 1.1. A est le carré de diagonale (0,0) ——(1,1) et B le carré de diagonale (0,0) ——(—1,1).
Exemple 1.2. A est le carré unité et B le carré de diagonale (0,0) — —(—1/2,—1/2).
Exemple 1.3. A est le carré unité et B un carré infinitésimal en 0

Le probléme de Monge est de construire une application mesurable 7' : R? — R? transportant
W sur v & colt minimal. Expliquons ce qu’on entend par la. On demande tout d’abord & T de
transporter p sur v, c’est-a-dire de vérifier

p({z:T(x) e C}) =rv(C)

pour tout sous-ensemble borélien C' C R?. Autrement dit, la mesure image de p par Papplication T’
doit étre égale a la mesure cible v. En transport optimal, on utilise souvent la notation T4 u pour
désigner la mesure image de p par T. Rappelons qu’elle est définie par

Tyu(C) = p(T71(C)) = p({a € A: T(x) € C)).

1. La modélisation historique est dans R*, mais les dessins sont plus faciles a faire dans RZ...



Rappelons aussi qu’en terme d’intégration, on a le « théoréme du transfert » : pour toute fonction
borélienne bornée,

/ f(w)dv(y) = / F)d(Tppn) () = / F(T(@))dpu(z),

la définition précédente étant la spécialisation de cette formule pour les indicatrices d’ensembles.
Sur les exemples précédents, on peut donner plusieurs applications qui effectuent ce transport.
Dans le premier exemple, la translation, la symétrie axiale et la symétrie centrale marchent toutes
les trois. Dans le second exemple on peut faire I'homothétie de rapport —1/2, ou celle de rapport
(1/2) centrée en (—1, —1). Dans le troisiéme cas, 'application T": (z1,x2) — (0,0) envoie bien u sur

do :
/ F(T(er, 22))dulan, o) = / £(0,0)dp(a,22) = £(0,0) = / £ (1, 92)dbo (31, 312).

Parmi les applications effectuant le transport, certaines peuvent coiiter plus que d’autres : on
cherche donc & minimiser le cotit de cette opération de transport. Dans 'approche historique de
Monge, le colit pour transporter une unité de masse de = & y = T'(z) est donné simplement par la
distance euclidienne entre x et y. Le colit engendré par une application de transport donnée 7" vaut
donc

a(1) = [ o~ T@)|duo),
on cherche donc a déterminer

Ci(p,v) =inf{Ci(T);T: A — B, Typ=r}

et, si possible, une application optimale 7™ réalisant cet infimum.

On peut se convaincre, par un raisonnement heuristique, que pour étre optimale I’application T
doit au moins vérifier le principe de base suivant : si x1 est envoyé sur y; et xo est envoyé sur ys,
alors ou bien tous les points sont alignés, ou bien les segments [x1,y1] et [x2,y2] ne se coupent pas
sauf si 1 = w9 ou Y1 = y». Raisonnons par ’absurde et supposons que les points ne sont pas alignés
et x1 #£ o9 et Y1 # yo mais que les segments se coupent en un point c¢. Par I'inégalité triangulaire,

|21 — g2l + |22 — 31| < |21 — | +]c—y2| + |v2 — c| + [c —y1| = |21 — y1| + |72 — va2l.

L’inégalité stricte vient du fait que ¢ ne peut pas appartenir a la fois aux segments [z1, y1] et [z1, y2]
et aux segments [zg,ya] et [x2,y1]. Par conséquent, il est moins cotiteux d’envoyer z; sur ys et xo
sur y1. On pourrait donc modifier T et obtenir un transport moins cotiteux de p sur v, ce qui
contredit I'optimalité de T™.

Remarquons que pour le deuxiéme exemple, ceci exclut la premiére homothétie ; pour le premier
exemple la symétrie centrale ne peut pas non plus étre optimale.

1.2 Un cadre général pour le probléme de Monge

Donnons une définition du probléme de Monge dans un cadre général. On se place sur un espace
métrique (X, d) polonais (c’est-a-dire séparable et complet) et on se donne une fonction de codt

c: X x X — [0, +o0]

définissant le cotit de transport d’un point x & un point y. On note P(X) 'ensemble des mesures de
probabilité boréliennes sur X'. On dira qu’une application mesurable T : X — X est une application
de transport d’une probabilité p sur une probabilité v si Tup = v.
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Illustration du raisonnement heuristique :
dans la situation de la figure, il est plus éco-
nomique d’envoyer (x1,z2) sur (yi,y2) en
suivant les fleches en pointillés, dont la lon-
gueur totale est inférieure a celle des fléches
en traits pleins.

FIGURE 1.1 — Pas de croisement pour les trajectoires

Définition 1.1. Soit u,v € P(X) ; pour toute application de transport T de u sur v, on définit

c(T) = /c(:c,T(a;)) du(x).

f_[Probléme de Monge] y

Etant donné : Deux mesures de probabilité p et v, une fonction de cofit ¢
minimiser : le cott de transport C(T) = [ ¢(x, T(x))

s. l. c. :  D'application T transporte p sur v.

\ v

On notera C(u,v) la valeur du probléme, c’est a dire inf{C(T);T : X — X,Tupu = v}. Une
application T* est dite solution du probléme de Monge pour la fonction de cotit ¢ si C(T%) = C(u, v).

Dans le cas ou c(z,y) = ¢y(x,y) = d(x,y)?, pour p > 0, on utilisera les notations C,(T") et
Cp(p, v).

On peut alors se poser les questions usuelles pour les problémes d’optimisation :

1. Le probléme a-t-il une solution ?

2. Si oui, cette solution est-elle unique ?

3. Peut-on trouver une bonne caractérisation de cette solution ? Des conditions nécessaires, suf-
fisantes, d’optimalité ?

4. En pratique comment peut-on résoudre le probléme (numériquement) ?

1.3 Divers exemples élémentaires

Pour illustrer les difficultés des questions d’existence et d’unicité de solution, commencons par
donner une batterie d’exemples, avec les coiits C, dans R2.

Exemple 1.4 (Un exemple ou il n'y a pas d’application de transport). Reprenons le troisiéme
exemple en inversant mesure source et mesure cible. Pour toute fonction 7', I'image par T de la
mesure de Dirac en 0 est la mesure de Dirac en 7'(0). Autrement dit ’ensemble sur lequel on
minimise est vide, et le probléme n’a pas de solution.

Le probléme de Monge n’est donc pas symétrique.



R La mesure source est uniforme sur le seg-
- ment du milieu A, la mesure cible uni-
R forme sur I'union des deux segments ex-

e trémaux BUC.

F1GURE 1.2 — Construction d’applications quasi-optimales

Exemple 1.5 (Un exemple ot une ou plusieurs applications optimales existent, suivant le cott).
Pour le cotit de Monge, dans le premier exemple (deux carrés cote a cote), on peut calculer le cotit
de la translation, le cotut de la symétrie axiale. Ils sont égaux (& 1). On peut montrer que c’est le
colit optimal, qui est donc réalisé par (au moins...) deux applications différentes.

Pour le cotit quadratique, la symétrie cotite 4/3 et la translation 1. On montrera que la translation
est en réalité I'unique optimum.

Exemple 1.6 (Un exemple ou il y a toujours plusieurs applications de transport optimales). On
se place dans R? et on désigne par A, B, C et D les sommets du carré [0,1] x [0,1] : A = (0,0),
B=(0,1),C =(1,1), D = (1,0). On considére it = 304 + ¢ et v = 365 + 16p. Dans ce cas, il y
a exactement deux applications de transport : 17 qui envoie A sur B et C sur D et T qui envoie A
sur D et C sur B. Les deux applications sont optimales pour tous les cotits C),.

Exemple 1.7 (Un exemple ot il y a des applications de transport, mais pas d’application optimale).
On se place dans R? muni de la fonction de cotit ¢y(z,y) = |x — y[P, 2,y € R? et on considére
A = {0} x [0,1], B = {—1} x [0,1] et C = {1} x [0,1]. On considére ensuite les mesures de
probabilité

1 1
w=20 ®@m et V:§5,1®m+§51®m,

oil m est la probabilité uniforme sur [0, 1]. Autrement dit, si f : R> — R est une fonction borelienne
bornée, on a

[ f@ntdn) = [ 1(0.02) m(da2)

[ tvtan) =5 [ £t mian) + 5 [ £1,) mide).

D’un point de vue probabiliste, p est la loi de (0,X) ou X suit la loi uniforme sur [0, 1], et
v est la loi de (¢,X) ol ¢ est une variable aléatoire indépendante de X, de loi de Rademacher
Ple = —1] =P [e = —1] = 1/2. Montrons que Cp(y,v) = 1 mais qu’aucune application 7" ne réalise
I'infimum. Tout d’abord, si T est une application de transport de p sur v, on a pour tout zo € [0, 1],
T(0,2z2) € BUC et donc |(0,z2) — T'(0,22)[P > 1. Par conséquent, Cp(7T") > 1 et donc Cp(p,v) > 1.

Montrons & présent que Cp(p,v) < 1. Pour cela nous allons construire une suite d’applications
T,, transportant u sur v telles que Cp(T;,) < (1 +1/(2n))?, n € N*. La construction, illustrée sur la
figure est la suivante. Divisons le segment A en sous-segments verticaux {0} x I1,...,{0} x I,
(numeérotés de haut en bas) de longueur 1/(2n). De méme, on divise les segments B et C' en sous



segments {—1} x Jy,...,{—=1} x J, C Bet {1} x Ky,...,{1} x K,, C C tous de longueur 1/n. On
définit ensuite une application T}, de la maniére suivante : pour zo € Iop, T,(0, 22) = (=1, fap(x2)), ot
fa2p est 'unique application affine croissante envoyant Iy, sur J,, et pour tout zo € Iopi1, T (0, 22) =
(1, fop+1(x2)), ot fapt1 est 'unique application affine croissante envoyant Io,yq sur K. On vérifie
facilement que T, transporte p sur v. Evaluons le colit de transport : on remarque que comme
Jp = K = IppUlsp41, on atoujours |[za— f,(22)| < 5= pour tout za € I, et donc |(0, 22)—T5,(0, z2)| =
V14 [z2 — fp(z2)2 < 1+ 5. Par suite, Cp(Ty) < (14 %)p, ce qui prouve que Cp(p,v) = 1.

Montrons finalement qu’aucune application T" ne peut réaliser cet infimum. Procédons par I’ab-
surde en supposant que 7™ est une application de transport optimale. La fonction x5 +— |(0, z2) — T'(0,
est minorée par 1, mais par optimalité

1
/0 (0, 29) — T(0, 22)[P m{das) = 1,

donc elle vaut 1 Lebesgue presque stirement. Par conséquent il existe une fonction s : [0, 1] — {—1, 1},
mesurable, telle que T'(0, z2) = (s(x2), z2) pour presque tout z2. Notons I+ les ensembles ol s prend
la valeur £1. Au moins 'un de ces ensembles est de mesure positive, supposons que c’est le cas
de I.. Alors

1
/1{1}><I+dV = im(h) #0= /1{1}x1+dT#M,
et on a la contradiction cherchée.

Exercice 1.1 (Livres sur une étagére). On considére une rangée de N livres posés sur une étagére
dans la remise d’une librairie. Les livres en question sont identiques. On souhaite libérer [’espace
occupé par le premier livre de la rangée (le plus & gauche pour fizer les idées). On envisage pour cela
deuxr méthodes. La premiére consiste a prendre le premier livre et a le déplacer a l'extrémité droite de
la rangée. La seconde méthode consiste a déplacer chaque livre d’un cran vers la droite. On modélise la
situation sur R par un probléeme de transport de p(dzr) = %1[071\” (z) dx surv(dy) = %1[17]\;4_1} (y) dy.
Ecrire les applications de transport correspondant auzr deux méthodes envisagées et montrer qu’elles
sont toutes les deux optimales pour le coit de transport de Monge ci(x,y) = |z —yl|, z,y € R.

1.4 Le probléme de Monge-Kantorovich

a. Permission de casser les cailloux

Au vu des résultats précédents, le probléme de Monge apparait comme étant trés mal posé et
relativement pathologique.

Dans les années 40 Leonid Kantorovich, dans une étude qui lui a valu le prix Nobel d’économie,
a introduit une généralisation du probléme qui a de bien meilleures propriétés mathématiques.

Pour introduire cette version relachée, revenons aux exemples de non-existence (d’application de
transport ou d’application optimale). Intuitivement, dans les deux cas, on sent qu’on doit pouvoir
s’autoriser a répartir la masse présente en z, sans I’envoyer uniquement au point 7'(x). Par exemple,
la technique optimale pour transporter p sur v dans 'exemple des lignes est de couper en deuz
chaque élément de masse u(dzridze) autour du point (0,x2) et d’en envoyer la moitié sur le point
(—1,x2) et 'autre moitié sur le point (1, xz2).

On veut donc remplacer I'application de transport 1" par quelque chose de plus général. Une
bonne facon de faire est de dire que la masse présente en x va étre elle-méme distribuée suivant
une certaine mesure de probabilité : intuitivement, on peut « casser » le caillou présent en x pour
répartir la poussiére selon une certaine distribution. Ceci est formalisé par la notion de noyau :

z2)|



Définition 1.2. Un noyau sur X est une application p : © +— p.(-), de X dans l’ensemble P(X)
des pmbabilités sur X, telle que pour toute fonction mesurable bornée f : X — R, la fonction
x> [ f(y) pz(dy) est Borel mesurable.

Etant donné une mesure source i et un noyau de transition p, on peut définir 'analogue d’une

mesure image (souvent noté v = up)
~ [ [1cwp.tdpinco)

Intuitivement, tirer selon la loi v correspond a tirer x suivant la loi p puis y suivant la loi py(-).
Dans les deux cas précédents, il existe bien un noyau qui envoie la mesure source sur la mesure
cible. Revenons a I’Exemple Pour = = (0, x2) on définit le noyau

1 1
50(—1,20) (dy) + 56(1,x2)(dy)

px(dy) = 2

Le cout de transport associé & ce noyau est

J[ 1002 = yPostasyanGe) = [ (510:22) = )l + 510,00 = (122 ) m(dzz) = 1.

Autoriser les noyaux permet donc d’atteindre une solution qui ne pouvait pas s’écrire par une
application de transport.

b. Noyaux et couplages

Un aspect important de cette généralisation est qu’elle peut se réécrire d’une maniére symétrique
en et v. En effet, d'un point de vue probabiliste on a décrit une facon de construire un couple
(X,Y):

— on tire X suivant la loi p,
— conditionnellement au tirage de X = x, on tire Y suivant la loi p,.

Mathématiquement,

o)) = [ [ o yppa(dydua) = [ [ ot (dsdy)

ou 7 est une mesure sur X x X'. Si la fonctlon ¢ ne depend quedez, [[ ¢(z,y)dr(z,y) = [ o(z
si ¢ ne dépend que de y [[ ¢(y) = [o(y) (y).

Définition 1.3 (Couplage). Soient u,v € P(X) ; un couplage entre i et v est une probabilité w sur
X x X dont la premiére marginale est p et la seconde est v. On note II(u,v) l'ensemble de tous les
couplages entre u et v.

On rappelle que la premiére marginale de 7, notée 71 est I'image de 7 par la premiére application
de coordonnée : X x X — X : (z,y) — =.

D’un point de vue probabiliste, un couplage n’est autre que la loi d’un couple de variables
aléatoires (X,Y’) définies sur le méme espace de probabilité (€2,.4,P) telles que X est distribuée
selon p et Y selon v.

A toute mesure 1 et tout noyau p on peut donc associer une mesure 7™ sur X X X qui couple p
et v = up. Réciproquement on peut vérifier qu’il est essentiellement équivalent de s’intéresser aux
noyaux ou aux couplages.



Théoréme 1.4. Soit m € I(p,v) ; il existe un noyau de transition p : X — P(X) telle que pour
toute fonction Borel mesurable bornée f : X x X = R on a

[ st ntasan = [ ([ s@pan) o)

Le noyau de transition p est unique p-presque sirement. En particulier, si (X,Y) est un couple de
variable aléatoire distribué selon m, alors pour toute fonction mesurable bornée f : X — R, on aq,
presque strement

BF(V)IX] = [ ) px ().
On dit que x — p,, est une version réguliére de la loi conditionnelle de Y sachant X.

On écrit de fagon abrégée
m(dzdy) = p(dz)ps(dy).

Remarque 1.1. Dans certain cas apparaissant fréquemment, le noyau p; peut étre écrit explicite-
ment :

— Sim est la loi d’un couple (X,Y) ou X est a valeurs discrétes, alors pour tout x € X tel que
P(X =z) >0,

P(X =z,Y € A)

peld) =B(Y € AIX =) = =55

VA.

— Dans le cas ot 7 est une probabilité sur R™ x R™ admettant une densité par rapport & Lebesgue :
m(dxdy) = h(z,y) dxdy, alors pour p presque tout x € R™,

pa:(dy) = f e, y)

———dy.
h(z,z)dz 4

Exemples de couplage :

— Couplage indépendant : p ® v € II(u,v). Ce couplage par mesure produit correspond a la loi
d’un couple (X,Y) de variables aléatoires indépendantes. En termes de noyau, on a pour tout
x pz(dy) = v(dy) : tous les éléments de masse sont répartis suivant v, indépendamment de
I’endroit d’ot ils partent.

— Couplage déterministe. Si T est une application de transport de p sur v, alors mp = Loi(X, T'(X))
avec X une variable aléatoire de loi p est un couplage de p et v. Il s’écrit :

/ o, y) Tr(drdy) = E[p(X, T(X))] = / o2, T(x)) ld).

En termes de noyau, p, est maintenant une mesure de Dirac en T'(z), et on a pour toute
fonction ¢ borélienne bornée

/ / f(,y) Tr(dady) = / £ (0, ) 60 (dy) () = / o, T())(de).



c. Le probléme de Monge-Kantorovich

Comme précédemment, on se donne une fonction de cotit mesurable ¢ : X x X — [0, +00].

Définition 1.5 (Coit de transport associé & un couplage). Soient u,v € P(X) ; le codt de transport
associé€ a un couplage m € I(u,v) est défini par

1(m) = [ [ ctw.ynldody).

f_[Probléme de Monge—Kantorovich] 3

Etant donné : Deux mesures de probabilité y et v, une fonction de cofit ¢
minimiser : le cott de transport I.(7) = [ ¢(z,y)dr(z,y)

s. . c.: m, mesure sur X x X, a pour marginales u et v.

\ v

Le codt de transport optimal entre p et v est la valeur de ce probléme :

Te(p,v) = ﬂEli_[I%fL » I.(m).

Si 7* réalise le minimum, I.(7*) = To(u, v), on dit que 7 est un couplage optimal ou encore un plan
de transport optimal de p sur v.

Remarque 1.2 (Monge-Kantorovich comme probléme relaché). Si T envoie u sur v, le couplage dé-
terministe donné par le noyau py = dp(y) couple pu et v. Par conséquent, I.(wr) = [ c(z, T(x)) p(dx) =
C(T), et on a donc toujours

Cluv) = Te(p, v)-

Si on montre que le probléeme de Kantorovich admet un couplage optimal 7 et que ce couplage est
déterministe, i.e. de la forme mp, alors application T sera une solution du probléme de Monge. En
effet, on aura alors

C(u,v) =2 Te(p,v) = Ie(mr) = C(T) > C(p,v)

et donc C(T) = C(p,v).

L’avantage principal de la formulation de Kantorovich, développé dans le chapitre suivant, est
que sous des hypothéses trés générales sur la fonction de coit ¢, il existe toujours au moins un
couplage optimal (pas toujours unique ni déterministe en revanche). Remarquons déja une premiére
différence : si 'existence d’applications de transport n’est pas garantie (on ne peut pas transporter
un Dirac sur le carré), existence de couplage est toujours vraie (la mesure produit u ® v a toujours
pour marginales p et v).

Exercice 1.2. Montrer que la suite des couplages 7T, associés aux applications T, définies dans
lexemple converge étroitement vers 7 lorsque n — 0.
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1.5 Plan du cours

Donnons maintenant un bref apercu du contenu du reste du cours.

Dans le chapitre suivant nous établirons I'existence de solution au probléme relaché de Monge-
Kantorovich. Nous donnerons ensuite un apergu des résultats que I’on peut obtenir dans le cas simple
de la dimension 1.

Les deux chapitres suivants concernent le probléme de Monge et sa solution dans un cas particulier
par Brenier. Pour le coiit quadratique dans l’espace euclidien, on montrera le résultat suivant :

Théoréme 1.6 (Brenier). Soient p, v deur mesures de probabilité sur R™ équipé de sa norme
euclidienne canonique. Si p est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue et si
[ z]? p(dz) < oo et [|y|?v(dy) < +oo, alors il existe une application de transport T* de p sur
v, telle que Co(T*) = Co(u,v). Cette application T* s’écrit sous la forme T* = V¢, o ¢ : R" —
R U {400} est une fonction conveze.

De plus, cette application optimale est essentiellement unique : si T est une autre application de
transport telle que Co(T) = Co(u,v), alors T'(x) = T*(x) pour p-presque tout x.

Remarque 1.3.

— On verra qu’une fonction conveze est différentiable Lebesque-presque partout sur l'intérieur de
son domaine, donc u-presque partout, ce qui permet de donner un sens a la formule T* = V.

— Le cas p = 1 correspond au probleme de Monge historique et est beaucoup plus difficile a
étudier que le cas quadratique ; la structure des applications de transport est alors nettement
moins Tigide.

On s’intéressera ensuite dans une parenthése algorithmique a la résolution effective du probléme
de transport optimal, ce qui permettra de donner un autre éclairage sur la notion fondamentale de
probléme dual.

La notion de transport optimal sera ensuite appliquée dans deux directions différentes : en pro-
babilité, o elle permet de définir une famille de distances naturelle entre lois de variables aléatoires,
puis en analyse fonctionnelle, oii elle donne un outil puissant pour établir des inégalités fonctionnelles
par changement de variables.
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Chapitre 2

Existence de plans de transport
optimaux

Dans cette partie, nous allons établir I’existence de plans de transport optimaux, sous des hy-
pothéses trés générales. Ce résultat d’existence va découler d’un argument de compacité du type
« une fonction continue sur un compact atteint ses bornes ». Nous allons introduire dans ce qui suit
les quelques outils de topologie dont nous aurons besoin. Le premier outil est la notion de semi-
continuité inférieure, plus faible que la notion de continuité, et qui permet de garantir ’atteinte de
la borne inférieure sur un compact. Le deuxiéme outil est la topologie de la convergence étroite sur
I’espace des probabilités et un critére permettant de reconnaitre les ensembles compacts au sens de
cette topologie.

2.1 Quelques rappels de topologie

a. Semi-continuité inférieure

On se place dans un espace métrique (F,d).

Définition 2.1. Une fonction f: E — RU {+o0} est dite semi-continue inférieurement en x € F
si pour toute suite (Tn)pen convergeant vers x, on a

liminf f(x,) > f(x). (2.1)

n—oo

Elle est dite semi-continue inférieurement si elle est semi-continue inférieurement en tout point de
E.

Dans la suite, on abrégera « semi-continue inférieurement » en sci. Remarquons qu’une fonction
continue (en z) est sci (en x).

Exercice 2.1. Montrer que, si A est un borélien quelconque, la fonction 14 est sci si et seulement
si A est un ouvert.

Proposition 2.2. Une fonction f : E — RU{+o00} est sci sur E si et seulement si pour tout r € R,
lensemble {x € E : f(x) <r} est fermé.

Démonstration. Supposons que f soit sci et montrons que les ensembles {f < r}, r € R sont fermés.
Fixons r € R et prenons une suite (z,)nen & valeurs dans {f < r} et convergeant vers un point
x € E. Pour tout n € N, on a f(x,) < r. Par conséquent, liminf, , f(z,) < r et donc, d’aprés
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, f(x) < r, ce qui prouve que x € {f < r}. Par la caractérisation séquentielle des ensembles
fermés, I'ensemble {f < r} est bien fermé.

Réciproquement, supposons que les ensembles {f < r}, r € R, sont fermés et montrons que f
est sci. Prenons (x,)nen une suite convergeant vers un point € E. Supposons f(x) fini, et fixons
e > 0. Comme l'ensemble {f > f(x) — €} est ouvert et contient z, f(z,) > f(z) — ¢ a partir d'un
certain rang. Par conséquent liminf f(x,) > f(z) —e. Comme ¢ est arbitraire, f est bien sci en x.
Si f(x) = oo on conclut de maniére similaire en considérant les ouverts {f > M }. O

Proposition 2.3. Une fonction sci sur un compact est minorée et atteint sa borne inférieure.

Démonstration. Soit f: K — RU{oco} une fonction sci définie sur un compact K C E. Raisonnons
par l'absurde et supposons que f ne soit pas minorée. On peut alors construire une suite (z,)pen
telle que f(x,) — —oo lorsque n — oo. Comme la suite est & valeurs dans un compact, on peut, sans
perte de généralité, supposer qu’elle converge vers x € K. La fonction f étant sci en x, on a donc
f(z) < liminf,, o f(2z,) = —00 — contradiction. On conclut que f est bien minorée. Montrons a
présent qu’elle atteint sa borne inférieure m = inf e f(z). On commence par construire une suite
(xn)ex telle que f(x,) — m lorsque n — oo. Par compacité, on peut supposer que cette suite
converge vers un certain € K. Comme f est sci en z on a alors f(z) < liminf, o f(z,) = m.
Comme par ailleurs, f(z) > m, on conclut que f(x) =m. O

Proposition 2.4 (Sup de fonctions sci, régularisation).
1. Si(fi)ier est une famille quelconque de fonctions sci, alors f = sup;ey fi est sci.

2. Si f est une application sci minorée, alors il existe une suite croissante (fp)nen de fonctions
continues bornées telles que f = sup,en fn. On peut méme supposer que pour tout n € N, la
fonction f, est n-Lipschitz sur X.

Démonstration. 1. Pour tout r € R, {f < r} = Nier{fi < r}. Pour chaque i € I, I'ensemble
{fi < r} est fermé, puisque f; est sci. Donc I’ensemble { f < r} est également fermé (intersection
de fermés). D’aprés la Proposition on conclut que f est sci.

2. Si f est identiquement égale & 400, alors f,, = n convient. On suppose désormais que f prend
au moins une valeur finie en un point x, et on pose

fule) = inf () + nd(@.9)}. Vo€,

Pour mieux comprendre cette définition on peut considérer le cas ou f est l'indicatrice de
I'ouvert ]0, 1], et tracer pour plusieurs valeurs de y la fonction g,(z) = f(y) + nd(z,y).
Reprenons le cas général. On voit immédiatement que pour tout = € E, f,(x) < f(x) (prendre
y = x) et fu(x) < 400 (prendre y = x,). On voit aussi simplement que f, < fn41. En
particulier, f, > fo = inf f et donc les f,, sont minorées. De plus, f, est n-Lipschitz et donc
continue. En effet, si 1,29 € F, alors, en appliquant I'inégalité triangulaire, on obtient

fal@r) = f{f(y) + nd(1,y)} < nE{f(y) +nd(@s, y) + nd(z1, 22)} = falw) + nd(21, 22).

Finalement, montrons que f,(z) converge vers f(z) lorsque n — oo. Il existe une suite (Y )nen+
telle que f,(x) + 1/n > f(yn) + nd(z,y,), pour tout n € N*. Supposons d’abord que f(z) <
+00. Soit m € R un minorant de f; on a alors f(x) + 1/n > m + nd(y,,z) et donc la
suite nd(yn,x) est majorée, ce qui entraine que y, converge vers x. En passant & la limite
dans l'inégalité f(z) + 1/n > f(z) + 1/n > f(yn), on obtient f(x) > liminf, o fn(z) >
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liminf, ;o f(yn) > f(x), la derniére inégalité venant de la semi-continuité inférieure de f.
Etant croissante, la suite f,(z) converge donc vers f(x) quand n — +oo.
Si f(x) = 400, raisonnons par I’absurde et supposons que la suite f,,(z) est majorée par un
certain M. En procédant comme précédemment on conclut que y, converge vers x puis que
M > liminf, ,~ f(yn) = +00 — contradiction. On en déduit que f,(z) n’est pas majorée et
donc, comme cette suite est croissante, converge vers +oo.
Pour finir, en posant fn = f, A n, on obtient une suite de fonctions continues, bornées, n-
Lipschitz convergeant en croissant vers f.

O

b. Topologie faible sur ’espace des mesures de probabilité

Dans ce qui suit, (X, d) est un espace polonais (métrique séparable et complet) et on va munir
I'espace P(X) des mesures de probabilité de Borel sur X d’une topologie appelée topologie de la
convergence étroite. On notera Cy(X') I'ensemble des fonctions continues bornées sur X',

Définition 2.5 (Topologie de la convergence étroite). Un ensemble O C P(X) est dit ouvert si pour
tout p1, € O, il existe p1,...,¢p € Cp(X) et r1 > 0,...,1, >0 tels que

Q{MEP(X) : U‘F’idﬂ_/%duo

Exercice 2.2. Montrer que la topologie faible est la topologie la moins fine rendant continues les
applications 1+ [ @ du, ¢ € Cp(X).

<7“Z}CO

En particulier, une suite (i, )nen de mesures de probabilité converge vers p pour la topologie de
la convergence étroite (on dit qu’elle converge étroitement) si

/cpdun — /cpd,u, lorsque n — oo,

pour toute ¢ € Cy(X).

Remarque 2.1 (Terminologie). La topologie de la convergence étroite est celle qui intervient en
probabilités dans la notion de convergence en loi : dire qu’une suite (Xy)nen de variables aléatoire
converge en loi signifie que la suite (fn)nen des lois des X, converge étroitement.

La topologie de la convergence étroite est métrisable par de nombreuses métriques. Citons, par
exemple, la métrique de Fortet-Mourier notée dp . et définie par

dr.r (1, V) ZSHP{‘/MM—/WV

ou encore la distance de Levy-Prokhorov définie par

tp: X — R 1-Lipschitz et ||¢]|co < 1}

dr.p(p,v)=inf{e > 0: u(A) <v(A°%) +ecet v(A) < u(A%) +¢,VA € B(X)},

ou B(X') désigne la tribu de Borel de (X,d) et ou, pour tout A C X, A® désigne un épaissi de A
défini par A° ={y € X : 3z € A, d(x,y) < e}.

Proposition 2.6. La distance de Fortet-Mourier et la distance de Levy-Prokhorov engendrent la
topologie de la convergence étroite.
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Cette proposition est admise, mais nous montrerons en détail un résultat proche dans le chapitre|[7]
consacré a ’étude d’une distance liée au transport optimal, la distance de Wasserstein.

Etant métrisable, la topologie de la convergence étroite peut étre « séquentialisée » au sens oil
les notions de fermeture et de compacité s’expriment en terme de convergence de suites. Ainsi,
un ensemble (de probabilités) est fermé (pour la topologie étroite) si et seulement si toute suite
convergente & valeurs dans cet ensemble a sa limite dans I’ensemble ; un ensemble est compact si et
seulement si de toute suite a valeurs dans I’ensemble on peut extraire une sous-suite convergeant
dans 1’ensemble.

Nous aurons besoin du critére de compacité suivant di & Prokhorov, qui décrit les compacts de
P(X) a partir de ceux de l'espace X lui-méme.

Théoréme 2.7. Soit X un espace polonais. Un ensemble A C P(X) est d’adhérence compacte si et
seulement si il est uniformément tendu : pour tout € > 0, il existe un compact K C X tel que

sup (X \ K) <e
peA

En particulier, quand on applique le résultat précédent au compact K = {u}, ot p € P(X), on
voit que p est tendue, c’est-a-dire que pour tout € > 0, il existe un compact K. tel que u(K.) > 1—

2.2 Le théoréme d’existence

On suppose que (X, d) est un espace polonais.

Théoréme 2.8. Soit ¢ : X x X — [0,+00] une fonction de codt sci. Pour toutes mesures de
probabilité p,v € P(X), il existe 7* € I(u,v) tel que

J[ et v (dzdy) = T,

Démonstration. Pour tout 7 € P(X x X), on rappelle que I.(m) = [[ c(z,y) n(dzdy) € [0, +00].
Procédons par étapes.
La fonction I, est sci sur P(X x X). La fonction ¢ étant positive et sci, on sait d’apreés le

point 2. de la Proposition qu’il existe une suite de fonctions ¢, > 0 continues et bornées telle
que ¢ = sup,, ¢p. On notera I, la fonction de cott associée & c,. Par le théoréeme de convergence
monotone, pour tout 7 € P(X x X), I.(m) = sup,ey I, (7). Comme ¢, est continue bornée, par
définition de la topologie de la convergence étroite sur P(X x X'), la fonction I, est continue. D’aprés
le point 1. de la Proposition la fonction I. est donc elle-méme sci comme sup de fonctions sci.

L’ensemble des couplages I1(u,v) est compact. Rappelons que l'ensemble II(u, v) est un en-
semble de couplages, autrement dit un ensemble de mesures de probabilités sur X x X, et que
P(X x X) est naturellement muni de la topologie étroite.

Montrons d’abord que II(p,v) C P(X x X) est fermé. Soit 7, une suite d’éléments de II(y, v)
convergeant étroitement vers un certain 7, alors pour toute f € Cp(X),

/f( (dx) //f Tn (dzdy) —>//f m(dzdy),

lorsque n — oco. On en dedult que pour toute f 6 Cb ), on a [ f(z)w(dedy) = [ f(z De
méme, on montre que [[ f(y) w(dzdy) = [ f(y ). Ces égalités ayant lieu pour toute f E Cb( ),
on conclut que 7 admet bien w et v pour marglnales : une limite étroite de couplages reste un
couplage, et II(u, v) est donc bien fermé.
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Montrons maintenant que II(u, v) est tendu, ce qui entrainera la compacité de II(u, v) (= T(u, v))
par le critére de Prokhorov. D’aprés la remarque suivant le Théoréme [2.7] les probabilités p et v
sont tendues. Pour tout € > 0, il existe donc K. C X, tel que u(X \ K) < e et v(X \ K;) < e.
Posons L, = K. x K. C X x X qui est compact comme produit de compacts. Le complémentaire
de L. est I'union (non-disjointe!) des produits (X \ K;) x X et X x (X \ K¢). Si w € II(u,v), on a

(X x X\ L) <7 ((X\ A) x X) + 7 (X x (X \ A)) < 2.

Par conséquent la famille II(u, v) est uniformément tendue et donc d’adhérence compacte.
Conclusion.  On peut maintenant conclure grace a la Proposition [2.3]: la fonction sci I.. atteint

sa borne inférieure sur le compact II(u, v), ce qui, en d’autres termes, établit 1’existence d’au moins

un plan de transport optimal. O
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Chapitre 3

Transport optimal en dimension un

3.1 Quelques généralités sur les fonctions de répartition

Dans tout le chapitre, I'espace R? est muni de sa tribu borélienne, i.e. la plus petite tribu
contenant la classe des ouverts de R%. On désignera par P(R%) I’ensemble des mesures de probabilité
boréliennes sur R?.

Définition 3.1 (Fonction de répartition). Soit u une mesure de probabilité sur R ; on appelle
fonction de répartition de p la fonction F définie sur RY par

F(z) = p(] — oo, z1]X] — 00, x9] X -+ X] — 00, 24]), Vo = (z1,...,24) € RY
Si X est une variable aléatoire de loi p définie sur un espace de probabilité (2, A,P), on a
F(:IZ) = P(Xl < xl,Xg < xz,...,Xd < :cd), Vo = (a:l,...,a:d) S Rd.

Dans la suite, on notera souvent I}, la fonction de répartition de pu.
On rappelle que la fonction de répartition caractérise la mesure de probabilité.

Proposition 3.2. La fonction de répartition caractérise la loi. En d’autres termes, deur mesures
de probabilité pu et v sur RY sont égales si et seulement si F,=F,.

Démonstration. Cette propriété est classique et se montre par un argument de classe monotone. [

Définition 3.3 (Inverse généralisé d’une fonction de répartition). Soit F' : R — R la fonction de
répartition d’une probabilité i € P(R). L’inverse généralisé de I est la fonction notée F~1 définie
sur [0,1] par

F7l(t)=inf{z e R;F(z) > t},  Vte]0,1].

Pour p € (0,1), on appelle le nombre F~1(p) le quantile d’ordre p. En particulier, pour p = 1/2,
F~1(1/2) est appelé la médiane de p.

Remarque 3.1 ((Non)-Unicité). On peut définir un autre inverse généralisé en considérant sup{x €
R, F(x) < t}. Les deuz inverses coincident si F' est injective. Quand elle ne l’est pas, il y a donc
plusieurs notions différentes de quantiles.

Exercice 3.1. Vérifier que si F' est une bijection de R dans [0, 1], alors linverse généralisé de F
coincide bien avec la fonction réciproque de F'.
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Proposition 3.4. Soit p une probabilité sur R et F' sa fonction de répartition.
1. F est continue & droite et F~1 continue a gauche.
2. F est continue en x € R si et seulement si pu({z}) = 0.

3. F est constante sur [a,b] ou sur |a,b| si et seulement si u(la,b]) =0
F' est constante sur [a,b] ou sur ]a,b| si et seulement si p(]a,b]) = 0.

4. F~Y(p) <z si et seulement si p < F(x).
F~Y(p) > z si et seulement si p > F(x).

5. F~1 est continue en p € (0,1) si et seulement si {x € R; F(x) = p} est réduit a un point.
6. F o F~Y(p) > p avec égalité sauf si F~1(p) est un atome de p.
7. F~Yo F(x) < z avec égalité sauf si u(]x — e,z]) = 0 pour un certain ¢ > 0. Autrement dit
Uégalité a lieu sauf st x est a Uintérieur ou a l'extrémité droite d’un palier de F.
Démonstration.

1. Sizy, | 2, alors Nyen] — 00, 2] =] — 00, z] et donc
F(zn) = p(] —00,zn]) = (] — o0, 2]) = F(z)

lorsque n — 00, ce qui prouve la continuité a droite.

2. Sixy Tz, alors Upen] — 00, 2] =] — 00, 2| et donc

Fen) = p(] = 00,2n]) = p(] = 00,2]) = F(z) — p({z}),

lorsque n — co0. On en déduit que F' est continue a gauche en x si et seulement si p({z}) = 0.

3. La fonction F' est constante sur |a,b] si et seulement si u(] — oo,z]) = u(] — oco,y|) pour
tout a < z < y < b, ce qui équivaut a p(lz,y]) = 0 pour tout a < x < y < b. Comme
Ja,b[= Upsy>a>al®, y], cela équivaut a p(la,b]) = 0. Les autres cas se montrent de la méme
maniere.

4. Si F~1(p) < @, alors pour tout € > 0, inf{y € R: F(y) > p} < x+¢ et donc il existe y. < z+¢
tel que F(y.) > p. Comme F est croissante, on a donc F'(z +¢) > p et comme F est continue
a droite, F(z) > p. Réciproquement, si F'(z) > p, alors par la définition méme de F~1(p), on
F~1(p) <a.

5. Si [a,b] C {x € R: F(x) = p}, alors pour tout ¢ > p,on a F~1(p) <a <b< F~!(g). On en
déduit facilement que F~! est continue & droite en p si et seulement si {x € R : F(z) = p} est
réduit & un point.

6. En prenant x = F~!(p) dans la propriété 4., on obtient F' o F~!(p) > p. Or pour tout
s < F7Y(p), on a F(s) < p et donc u(] — oo, F~(p)[) < p. Par suite si Fo F~1(p) > pon a
FoF7Y(p)> pu(] — oo, F~(p)[) et donc u({F~1(p)}) > 0. La réciproque est du méme style.

7. En prenant p = F(x) dans 4., on obtient F~!' o F(z) < z. De plus, F~'(F(z)) < z si
et seulement s’il existe ¢ > 0 tel que F~'(F(r)) < = — ¢, ce qui se traduit d’aprés 4. en
F(z) < F(z —¢€) et donc F(x) = F(x — ¢) ce qui équivaut a u(]Jz — e, z]) = 0.

0

La proposition suivante donne un moyen concret pour simuler une variable aléatoire quand on
connait sa fonction de répartition.
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Proposition 3.5. Si F' est la fonction de répartition d’une probabilité p sur R, et si U une variable
aléatoire uniformément distribuée sur [0,1], alors la variable aléatoire X = F~Y(U) est distribuée
selon p.

Démonstration. Calculons la fonction de répartition de X = F~1(U). Pour tout ¢ € R,
P(X <t)=P(FYU) <t)=PU < F(t)) = F(t),
la deuxiéme inégalité venant de la propriété 4. de la proposition O
La proposition suivante est une sorte de réciproque de la précédente.

Proposition 3.6. Soit F' la fonction de répartition d’une probabilité u sur R et X une variable
aléatoire distribuée selon p. Sty est sans atome, alors F(X) suit une loi uniforme sur [0, 1].

Démonstration. Déterminons la loi de F'(X). Sans perte de généralité, on peut supposer que X =
F~YU) avec U une loi uniforme sur [0,1]. On sait que F o F~!(x) = x sauf si F~!(z) est un atome
de p. La probabilité p n’ayant pas d’atome, on a donc F(X) =U. O

L’inégalité suivante va jouer un role important dans la suite.

Théoréme 3.7 (Hoeffding-Fréchet). Si m € P(R?) est une mesure de probabilité sur R? ayant pour
marginales | et v, alors, en notant F' la fonction de répartition de m, on a

F_(z,y) = [Fu(z) + F(y) — 1+ < F(z,y) <min(Fu(2), FB(y) = Fi(z,y), Vo,y €R.
Démonstration. Pour I'inégalité de droite,
F(z,y) =P[X <z,Y <y <P[X < a] = Fu(2),

et de méme F(x,y) < F,(y). Pour celle de gauche, P[X >z ouY >y] <P[X >z]+P[Y > y] =
2 —F,(x) — F,(y), donc

Flz,y) =P[X <zetY <y]>F,(x)+ F,(y) — L. O

L’inégalité d’'Hoeffding-Fréchet permet d’isoler deux éléments particuliers dans la classe II(u, v)
de tous les couplages entre p et v.

Définition 3.8. Soit u,v deux probabilités sur R.

1. Le couplage croissant de p et v est défini par

T4 = Loi(F, (U), F, 1 (U)),

2. Le couplage décroissant de p et v est défini par
T— = LOI(F,u_l(U)aFu_l(l - U))7
ou U est une variable aléatoire distribuée uniformément sur [0, 1].

Exercice 3.2. Vérifier que w4 (resp. m—) admet pour fonction de répartition la fonction Fy (resp.

F_) du théoreme[3.7
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Proposition 3.9. Soient p,v deux mesures de probabilité sur R. On suppose que p est sans atome
et on note X une variable aléatoire de loi u. Alors

4 = Loi(X, T(X)), et  m_ =Loi(X,S(X))

avec T(z) = F,; ' o F,(z) et S(z) = F,; (1 — F,(2)), z € R.
Autrement dit, 7 et w7~ sont déterministes :

7 (dedy) = p(de)dre)(dy) et 7 (dedy) = p(de)dg ) (dy).

On remarque que I'application T est croissante tandis que I'application S est décroissante, d’ou
le nom attribué aux deux couplages. L’application T" est appelée parfois réarrangement croissant ou
transformation par quantiles de u sur v. Cette derniére appellation vient du fait que

T(F, '(p)=F, " (p), Vpe(0,1).

Démonstration. Comme p est sans atome, U := F,(X) est une variable aléatoire uniformément
distribuée sur [0, 1]. Par conséquent, 7 = Loi(F“_1 0 F,(X),T(X)). Mais on sait, d’aprés le point 4.
de la proposition , que Fljl o F,(z) = x sauf §'il existe ¢ > 0 tel que p(]z — ¢, z]) = 0. En notant
A Densemble de ces points, on voit sans peine que

AcC Ua<beQ t.q u(}a,b[)zO]a7 b[

Ce dernier ensemble est une union dénombrable d’ensembles de probabilité nulle donc u(A) = 0. On
conclut que F° Lo F,(X) = X avec probabilité 1. Par conséquent, 74 = Loi(X,T(X)). On montre
de méme l’identité concernant 7_. O

3.2 Transport optimal en dimension un

Dans tout ce qui suit, p et v sont deux probabilités sur R; on rappelle que I'ensemble de tous
les couplages de u et v est noté II(u, v).

On considére une fonction de coiit ¢ : R?> — R mesurable et on supposera dans la suite que ¢
vérifie 'une des deux conditions suivantes :

c(x1,y1) + c(z2,y2) < c(x1,y2) + c(z2, 1), Vo < xg et y1 <o (3.1)

c(xr,y1) + c(z2,y2) > c(x1,92) + c(x2, 1), Vo <zg et yr <y (3.2)

En multipliant ces inégalités par 1/2, on obtient I'interprétation suivante : avec une fonction de
cotit ¢ vérifiant la condition (3.1]), si on veut transporter p = %5961 + %512 sur v = %éyl + %53,2, avec
x1 < x9 et y1 < yo, il est moins cotliteux d’envoyer x1 sur y; et o sur yo que de croiser les extrémités
en envoyant x1 sur ys et xo sur y1. En revanche, si ¢ vérifie la condition , c’est 'autre transport
qui est le moins cofiteux. On peut se convaincre par un petit calcul que le premier transport est donné
par le couplage 7 tandis que le second est donné par w_. Le résultat suivant montre essentiellement
que si un cofit vérifie (resp. ), le couplage 7 (resp. m_) sera toujours optimal pour le
transport entre deux probabilités u, v générales.

Dans ce qui suit, on dira que 'espérance d’une variable aléatoire Z existe si E[Z;] < 400 ou si
E[Z_] < 400 et on notera dans ce cas E[Z] = E[Zy] —E[Z_] € RU{£o0}. Si E[Z] € R, on dira que
Pespérance est finie. On adoptera la méme terminologie pour les intégrales.
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Théoréme 3.10. Soient ¢ : R? — R une fonction de coit continue & gauche vérifiant (3.1)) et
p,v deur mesures de probabilité sur R telles qu’il existe xo,y, € R tels que [ c(xo,y)v(dy) et
[ e(z, yo) p(dz) sont finies alors pour tout w € I(p,v), on a

/ c(x,y) my(drdy) < / c(z,y) m(dzdy),

a condition que les intégrales existent. Autrement dit, pour tout couple de variables aléatoires (X,Y)
de lois respectives u et v, on a

E [C(X+7 Y+)] < E[C(X7 Y)]a

a condition que les espérances ezistent, en notant (X1,Y}) un couple distribué selon wi. En parti-

culier, si ¢ est minoré alors
T = [[ ctw)m

Théoréme 3.11. Soient ¢ : R? — R une fonction de coit continue a gauche vérifiant (3.2) et
p, v deuzr mesures de probabilité sur R telles qu’il existe xo,y, € R tels que [ c(zo,y)v(dy) et
[ (@, yo) p(dz) sont finies alors pour tout w € Il(p,v), on a

/ o, y) ©_(dudy) < / o, y) m(dzdy),

a condition que les intégrales existent. Autrement dit, pour tout couple de variables aléatoires (X,Y)
de lois respectives u et v, on a

Ele(X_,Y)] < Ele(X,Y)],
a condition que les espérances existent, en notant (X_,Y_) un couple distribué selon mw_.

Avant de démontrer le théoréme [3.10] nous allons prouver la proposition suivante qui donne une

condition suffisante simple pour (3.1]) et (3.2).
Proposition 3.12.

1. La condition (3.1) (resp. (3.2))) est réalisée si c(x,y) = 0(x —y), avec 8 : R — R une fonction
conveze (resp. concave).

2. Plus généralement, une fonction ¢ : R? — R de classe C? vérifie la condition (3.1)) (resp. (3.2) ),

s1 et seulement si

0%c d%c
< . > .
o (0) <0 (e @ 20) (53

3. Encore plus généralement, une fonction c : R> — R continue a gauche vérifie (3.1)) (resp. (3.2)))
si et seulement si il existe une mesure positive (resp. négative) m sur R? telle que

c(r1,y2) + c(w2,y1) — c(z1,y1) — c(22, y2) = m([z1, T2[ X [Y1,32[), Vry < o, Vyr < yo.

Remarque 3.2.

1. La continuité & gauche de c signifie que si xn,Yn Sont deux suites croissantes convergeant
respectivement vers x et y, alors c(xn,yn) — c(z,y) lorsque n — +o00.
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2. Si c est de classe C? et vérifie (3.3)), alors

d%c

m(dudv) = ~ 920y

(u,v) dudv.

En particulier, pour la fonction de coit cp(z,y) = |z — y|P, avec 1 < p, la mesure m,, associée
est donnée par

my(dudv) = p(p — 1)|u — v[P~2 dudv.
On remarque que pour p €]1,2[, la fonction (u,v) — |u — v[P~2 est bien localement intégrable.

3. Pour la fonction de codt c(x,y) = | — y|, la mesure m associée est la mesure de Lebesgue sur

la diagonale :
//f(u, v) m(dudv) = /f(w,a:) dx.

Démonstration. 1. 11 s’agit de montrer que si 8 est convexe, on a
0(z1 — 1) + 0(x2 — y2) < O(z1 — y2) + 0(z2 — 11)
pour tous x1 < x2 et y; < yo. En notant a = x1 — yo, b = 11 — y1 et ¢ = xo — 1, cette inégalité
s’écrit
0(b) +0(a+c) < 0(a)+0(b+c),
ou encore

100+~ 00)]) >~ Bla+ ) — (@)

ol

On reconnait 1a I'inégalité des pentes qui caractérise les fonctions convexes.
2. Pour tout x = (x1,x2) et y = (y1,y2), notons

A(z,y) = c(z1,y2) + c(z2,91) — c(x1, Y1) — (72, Y2)

la quantité intervenant dans (3.1). Comme c est supposée réguliére, on peut écrire

Y2 He Y2 He Y2 T2 H2¢
Az, y) = —(z1,v) dv — —(zg,v dv:—/ < —(u,v du>dv 3.4
@)= | grenia— [T (] gy (34)

La condition (3.1 équivaut donc a [f, ;Tzcy(u,v) dudv < 0 pour tout pavé P = [z1,x2] X [y1, yo]

82 . 2 . . N 62 2
avec 1 < z9 et y1 < 9. Comme chy est continue sur R~ cela équivaut a &Cacy < 0 sur R~.

3. On admettra le point 3. Voir par exemple le livre Measure Theory and Integration, Second
Edition de M.M. Rao (p. 106-107). O

Démonstration du théoréeme[3 10 Pour simplifier, on se place dans le cas ol ¢ est une fonction de

classe C? vérifiant a?fgy < 0. D’aprés I'équation (3.4)), on voit que

5(567 y) = 6(1:7 y) - C(:C, yO) - 6(5507 y) + C(an yo)

Y x 620
_/0 ( A axay(u,v)du> dv

y
= /k(x,y,u,v) dudv,

(u, )

2c
0xdy
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avec k la fonction définie par

l[xo x[x[yo,y[(u,v) siz, < et Yo < Y,

k(z,y,u,v) = FL g o [ o[ (W V) 81T < To €t Yo <y,
y Yy Uy +1[l‘o, X[y, yo[(u,v) si x, < x et Yo > Y,
“Lozo(xy, yo[(ua”) six < xo et Yy < Yo

En particulier, on remarque que é4(x,y) f f ky(x,y,u,v)

6%53/ (u,v) ) dudv.

Par conséquent, si (X,Y") est un couple de variable aléatoire avec X ~ p et Y ~ v, alors, d’aprés le
théoréeme de Fubini,

2

c
0xdy

ElcL(X,Y)] [//kiXYuv)

(u,v) dudv]

= //E[ki(X, Y, u,v)] ‘881‘2801/ (u,v) dudv.
Or,
Ek_(X,Y,u,v)] =Pz, <u< X,y <v<Y)+P(X <u<z, Y <v <y,
=Plu <X, v <Y)luzg, 0>y} +PX S u, Y < 0) s, vey,)-
et

Ekt(X,Y,u,v)] =P(X <u <20, Yo <V<Y)+ Pz, <u< X, Y <v<y,)
= IP(X <u,v< Y)l{u<xo,v2yo} + IP’(u <X, YL U>1{u2xo,v<yo}'

En utilisant les identités

)
)

X <wu,v<Y)=F,(u)— F(u,v),
) = F,(v) — F(u,v).

et I'inégalité de Hoeffding-Fréchet F(u,v) < Fy(u,v), on voit que pour tout (u,v) € R? on a
E[k_(X,Y,u,v)] <E[k_(Xe,Ys,u0)],

et
E [k-i-(X? Y,u,’U)] > E [k+(X+7 Y+a U,U)] )

ou (X4, Y, ) est distribué selon m4. On en déduit que
E[c4(X,Y)] > E[e4 (X4, Y4)]

et
Ele-(X,Y)] < B[ (X4, Y)]

Par suite, E[¢(X,Y)] > E[¢(X 4, Yy )] dés que les espérances existent. Comme E[c(z,,Y)] = E[c(x,, Yi)]
et Elc(X,y0)] = E[e(X+, yo)] sont supposées finies on conclut que E[c(X,Y)] > E[e(X4+, Y4)]. O
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Chapitre 4

Monotonie cyclique

Dans ce chapitre, on établit une propriété, appelée monotonie cyclique, caractérisant les plans
de transport optimaux. Cette propriété nous permettra en particulier de démontrer le théoréme de
Brenier au chapitre suivant.

4.1 Monotonie cyclique

Dans tout le chapitre ¢ : X x X — [0, +00[ sera une fonction de cotit continue. Les résultats que
nous allons présenter restent vrais sous I’hypothése un peu plus faible de semi-continuité de ¢, mais
nous n’entrerons pas dans ces développements afin de ne pas alourdir inutilement les démonstrations.

Définition 4.1. Un sous ensemble I' C X x X est dit c-cycliquement monotone, si pour toute famille
de points (x1,y1), (z2,y2), ..., (2p,yp) €T, on a

p p

D elwiy) <Y elwinyin),

i=1 =1
en posant Ypi1 = Y1-
La proposition suivante permet de mieux comprendre la notion et son lien avec le transport

optimal.

Proposition 4.2. Si ' C X x X est c-cycliqguement monotone, alors pour toute famille finie de
couples (i, y;)icr €léments de T, et toute permutation o de l’ensemble d’indices I, on a

Z C(.’L‘Z‘, yz) < Z C(SCZ‘, ya(i))‘
iel el

En particulier, siles x; sont deuz & deuz distincts, Uapplication T' définie sur {x; : i € I} par T(z;) =
y; est optimale dans le probleme de transport de Monge pour la mesure source p = % Y icr 0z et la

mesure cible v = #I > icr Oy

Démonstration. On se donne (x;,y;)ic; une famille de points de I" et o une permutation de I; on
note m = #1I. Supposons d’abord que o est un cycle : I s’écrit donc I = {ig,o(ig),...,0™" 1(710)}
Posons o, = 55, et y§ = Ygi(ip) — ON & simplement numéroté la famille des (z;). Alors

J
m m
Z xzayz § C j’yj Zc ]7yj+1
Jj=1 Jj=1

il
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par définition de la monotonie cyclique appliquée aux (x;, yg) Comme y; +1 = Yo (oi (io)»

3

D cl@inui) £ (Toiin) Yotoitio)) = D c(Tis Yo(i))-

il j iel

Il
=)

Une permutation o quelconque de I peut toujours se décomposer en un produit de cycles a
supports disjoints : on peut partitionner I en |J; I;; tel que og, soit un cycle. Alors

Z mzvyz ZZ xzvyz

el k Zelk
= Z Z c(Tis Yo (i) = Z (i, Yo (i) -
k i€l iel

La monotonie cyclique permet de caractériser les couplages optimaux. Pour cela rappelons
d’abord la définition suivante.

Définition 4.3 (Support). Le support d’une mesure de probabilité v sur un espace métrique polonais
(E,d) est le plus petit fermé F' tel que v(F') = 1. De fagon équivalente,

suppy = {z € E,¥6 > 0,7(B(,0)) > 0}.

Théoréme 4.4 (Caractérisation des couplages optimaux). Soient ¢ : X x X — [0, 400[ une fonction
de codt continue et u, v € P(X) telles que To(u,v) < oo. Un couplage w € I(p,v) est optimal si et
seulement si son support est c-cycliquement monotone.

Dans un premier temps, nous ne ferons que la preuve de I'implication « Optimalité = c-cyclique
monotonie du support ». L’autre implication nécessite des outils qui seront introduits dans la section
suivante.

Preuve de la nécessité de la c-monotonie cyclique. Soit m € TI(u,v) un couplage tel que I.(7) < oo.
On va établir que si le support de 7 n’est pas c-cycliquement monotone, alors 7w n’est pas optimal.
Par hypothése, il existe des points (z1,%1), ..., (2p, yp) dans le support de 7 tels que

p p
ZC(%:% ZC Ti, y2+1 O
i=1 =1

en notant y,41 = y1. Comme la fonction ¢ est continue sur X x X, on en déduit qu’il existe Iy, ..., I,
et Ji,...,J, des ouverts de X tels que z; € I; et y; € J; et tels que, pour un certain € > 0, on ait

p p
E:c(ui,vZ Zc Ui, Vig1) > € >0, (4.1)
i=1 1=1

pour tous u; € I;, v; € J;. Comme (x;,y;) € I; X J;, on a, par définition du support de 7, 7w(I; x J;) > 0
On note m; = w(I; x J;) et A = min; m;. On pose ensuite 7; = iﬂ( N(1; % J;)). Les 7; correspondent
a des transferts de masse de I; vers J;. D’aprés . les transferts de masse de I; vers J;41 sont plus
avantageux. On définit donc 7; comme la loi de (X;, Y1) ot (X1,Y7),...,(Xp,Y),) est une suite de
variables aléatoires indépendantes, telles que (X, Y;) suit la loi 7;. Finalement on considére 7" défini

par
P

A ~
W= 2 DG )

i=1

25



Si f >0, alors

;Z / / £ ) vi(dedy) < / f(.y) (;leJ> r(dady) < / £ ) m(dady).

Par conséquent, 7’ est bien une mesure positive. De plus, pour toute fonction borélienne bornée
f: X xX—>R,

/ f(2,y) 7 (dwdy) = / f(x,y>w<dxdy>+;1e: (F(X0 Yipn) — F(X0, Vi)
1

1=

donc, en prenant successivement f(z,y) = 1, f(z,y) = ¢(z) puis f(z,y) = ¥(y), on vérifie que
7" € II(p, v). Enfin, en prenant f(z,y) = ¢(x,y), on obtient

I(n") =

p
Z (Xi, Yig1) — (X3, Y7))

< Io(m) — — < I.(m),
p
ce qui montre bien que 7 n’est pas optimal. ]

4.2 Fonctions c-convexes et ensembles c-cycliquement monotones

Commencons par définir deux opérateurs. On note R I'ensemble [—o0, +00].

Définition 4.5 (Inf et sup-convolution). Pour toute fonction f : X — R, on définit I’inf-convolution
de f par :

Qef 1y zig)f({f(x) +c(z,y)}, yeX.

De méme, la sup-convolution d’une fonction g : X — R est la fonction

P.g : x — sup{g(y) — c(z,y)}, zeX.
yeX

Définition 4.6 (c-convexité). Une fonction f : X — R est dite c-convexe s’il existe une fonction
g: X — R telle que f = P.g.

Remarque 4.1 (Interprétation géométrique). Déterminons ’épigraphe d’une fonction c-convexe
f=PFg;

epi(f) = {(z,t) e X xR:t > f(2)} = [|{(z,t) € X x R:t > g(y) — c(z,9)}.
yeX

On dispose de formes géométriques de base : les épigraphes des fonctions de la forme
x—a—c(z,y), aceR,yeX.

Les fonctions c-convexes sont exactement les fonctions dont I’épigraphe est l'intersection d’une col-
lection de ces formes géométriques. Par evemple dans le cas c(z,y) = |z — y|?, U'épigraphe d’une
fonction c-convexe est une intersection de dessus de paraboles concaves & — —x? + bx + c.

Remarque 4.2 (Liens avec les fonctions convexes). Si ¢(x,y) = —x -y, z,y € R", on verra plus
loin qu’une fonction est c-conveze si et seulement si elle est convexe sci. En effet, I’épigraphe d’une
telle fonction est un ensemble convexe fermé, intersection de demi-espaces fermés.

26



Proposition 4.7. Pour toute fonction f : X — R, on a toujours P.Q.f < f. Une fonction f est
c-convexe si et seulement si elle vérifie P.Q.f = f.

Démonstration. Par définition,

PQcf(x) = sup Zig)f{{f (2) + c(2,y) — c(z,y)}.

On voit donc en prenant z = z dans 'infimum que P.Q.f(x) < sup,ex{f(z)} = f(z).
Si P.Q.f = f, alors f = P.g, avec g = Q.f et donc, par définition, f est c-convexe.
Réciproquement, supposons que f = P.g, et vérifions que P.Q.f = f.

PQ.f(zx) = Sg)}z Zig)ﬁ{f (2) +c(z,y) — c(z,y)}

= sup inf Sup{g(g) - C(Za g) + C(Za y) - C(flf,y)}
yeX 2€X gex

En prenant § = y dans le deuxiéme supremum, on voit que
FeQcf(x) = supinfig(y) — c(z,y)} = Feg(z) = f().
y

Comme on a toujours P.Q.f < f, on conclut que P.Q.f = f. O

Définition 4.8. Soit f : R — R et x € X. Le c-sous différentiel de f au point x est l’ensemble
(éventuellement vide) noté O.f(x) des points y tels que

f(x) = Qcf(y) — clz,y).
De maniére équivalente, c’est I’ensemble des points y tels que
f(z)Zf(J:)+c(x,y)—c(z,y), Vz e X.

On note O.f = {(z,y) :x € X,y € 0.f(x)} le graphe du c-sous-différentiel de f.

La notion de c-sous-différentiel permet de décrire les ensembles c-cycliquement monotones. Com-
mencons par étudier le sens facile :

Proposition 4.9. Si un ensemble I' est inclus dans le c-sous différentiel d’une fonction c-conveze,
alors il est c-cycliquement monotone.

Démonstration. Comme un sous-ensemble d’un ensemble cycliquement monotone reste cycliquement
monotone, on peut supposer que I' = J.f pour une fonction c-convexe f. Prenons une famille de
points (z1,91),- .., (2p, yp) dans O.f. Pour tout i € {1,...,p}, on a

f(z) > f(xi) + c(zi, yi) — c(z, vi), Vze X.

Appliquons cette inégalité avec z = x;_1, en notant xyp = x,, et sommons toutes les inégalités
correspondantes :

P p p
0= Z(f(xifl) — f(z)) = Zc(xi,yi) - ZC(Cﬂi’yiH)?
i=1 i=1 i=1
ce qui prouve que -7 c(xi, ¥i) < o0y (@i, Yiv1)- m
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La réciproque est vraie! Pour comprendre la preuve qui suit, expliquons comment on peut en
partie retrouver f a partir de son c-sous-différentiel. Supposons que f : X — R soit c-convexe et
telle que O, f (z) # () pour tout = € X. Prenons une suite de points (1, y1), (z2,y2), - - ., (zp, yp) dans
Ocf. On a

f(x) > f(x1) + c(z1,y1) — c(x,91)
> f(x2) + c(x2,y2) — c(x1,y2) + c(x1,91) — c(z,91)
> flxp) + Z (@i yi) — e(@i1, i),
i1

en notant xg = x. Donc

f(z) > sup sup {f(l“p) + Z (c(zi,yi) — C(xilayi))} :

PEN* (z1,y1),...,(p,yp) €D f i=1

Par ailleurs, en prenant p =1, et 1 = x et y1 € O.f(z), on voit que

P
sip  sup {f<xp>+2(e(xi,y»—c(xi_l,yi))}2f<x>.

peN* (x17y1)77(xpzyp)eacf =1
Ainsi,
p
f(z) = sup sup {f(%’p) + ) (elai wi) — C(xi—layi))} :
PEN* (z1,y1),-,(Zp,Yp) €O f i=1

A présent, fixons un point a € X et considérons

Pa(x) = sup sup {Z (e yi) — C(-Tilayi))} :

PEN* (z4,y;)€0c fxp=a | ;—

On a clairement, f(x) = sup,ex{f(a) + ¢a(2)}.
Les fonctions ¢, vont nous servir pour démontrer le résultat suivant.

Théoréme 4.10. Soit ¢ : X x X — [0,400[ une fonction de coit continue et I' C X x X un
ensemble c-cycliquement monotone, alors il existe une fonction ¢ : X — R U {+00} c-conveze telle
que p < 0o sur 'y :={z: Jy, (z,y) € T'} et telle que T' C Jpip.

Démonstration. Bien str, on suppose que I' est non vide. .. On fixe un point a arbitrairement choisi
dans I'; et on pose

wa(x) = sup sup {Z (el yi) — c(wil,yi))} , x e X,

PEN* (z1,y1),...,(Tp,yp) €L, Tp=0 i=1

en notant xy = x. Tout d’abord, ¢q(a) > c(a,y)—c(a,y) = 0 (y tel que (a,y) € T') et donc p4(a) > 0.
Par ailleurs, en utilisant la c-cyclique monotonie de I', on voit que ¢,(a) < 0 et donc ¢,(a) = 0
(c’est le seul endroit dans la preuve o on utilise '’hypothése que I" est c-cycliquement monotone).
Montrons que ¢, est c-convexe.

a(r) = sup {¢(z1,91) —clz,y1)},
(z1,91)€T
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ou

p
Y(21,y1) = c(21,y1) + sup {Z (c(zi, yi) — c(@iz1,m0) : (2,92), -+, (@p,yp) €L,y = a} :

i=2
On voit en particulier sur I’écriture de p, si dessus que si z — ¢(z, y1) est une application K-Lipschitz
pour tout y; alors g, est elle aussi K-Lipschitz. En posant, pour tout y € X, 1(y) = sup{¢(z,y) :
(z,y) € '} (avec la convention sup ) = —o0), on voit donc que pu(z) = sup,ex{¥(y) — c(z,y)}, ce
qui prouve que @, est c-convexe. De plus, pour tout (u,v) € T,

Pa(x) = sup sup . {Z (c(wisyi) — C(l’z‘—l,yz‘))}

P22 (x5,y:) €L, (x1,41)=(u,v i—1

= c(u,v) — c(z,v) + sup sup {Z (C(wi, yi) — c(zi-1, yz))}

P22 (wi,y0) €T =vzp=a | i
> c(u,v) = c(z,v) + pa(u).

Par conséquent, I' C O.p,. De plus, en prenant w = a ou x = a, on voit que ¢, est a valeurs dans
R U {400} et que ¢, < 0o sur I'y. O

4.3 Caractérisation des plans de transport optimaux

On est maintenant en mesure de terminer la preuve du Théoréme [£:4] On va établir la forme
plus précise suivante :

Théoréme 4.11. Soit ¢ : X x X — [0,00[ une fonction de coit continue et u,v deur mesures de
probabilité sur X telles que To(p,v) < co. Pour un couplage m € I(p,v), les propriétés suivantes
sont équivalentes :
1. 7 est optimal,
2. le support I' de 7 est c-cycliquement monotone,
3. il existe une fonction c-convere mesurable f : X — R U {+oo} finie sur T'y = {z : Jy €
X, (z,y) € T} telle que Q.f(y) = f(x) + ¢(x,y) pour w-presque tout (z,vy).

En utilisant la notion de noyau de transition (voir la Définition et le Théoréme [1.4]), on peut
donc écrire le couplage optimal 7 sous la forme suivante :

m(dzdy) = p(dz)p.(dy),

ol pour u presque tout z, la probabilité p, a son support dans ’ensemble 0. f(z).

Démonstration. On a déja montré que 1. = 2. et que 2. = 3. Montrons que 3. = 1. Comme c est
supposée continue, on voit (par définition de la c-convexité) que f est un sup de fonctions continues
et est donc, d’aprés la Proposition [2.4] semi-continue inférieurement. De méme @Q.f est un inf de
fonctions continues et est donc semi-continue supérieurement. Les deux fonctions f et QQ.f sont donc
mesurables.

Traitons d’abord le cas particulier ot ¢ est bornée. Dans ce cas, Q.f(y) = infex{f(z) +
c(x,y)} < inf, f(z) + M, et donc P.Q.f < inf, f(z) + 2M, soit f < inf, f(z) + 2M. Cela en-
traine en particulier que inf f > —o0 et que sup f < co. On en déduit ensuite facilement que Q.f
est également bornée. Les fonctions f et Q).f sont donc intégrables par rapport & w et on a

/ / c(z,y) m(dedy) = / Qcf(y) — f(z) m(dwdy) = / Qcf(y) v(dy) — / f(z) p(dz).
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Mais si 7’ € TI(u, v) est un autre couplage, on a

[ @ctvtan) - [ f@yntdo) = [ [ Qurtv) = s(@) ' dwdy) < [ e, ) w(dody),

ou la derniére inégalité vient du fait que Q.f(y) < f(x)+c(z,y) pour tout z,y € X. Par conséquent,
[[ e(z,y) m(dzdy) < [[ e(z,y) 7' (dzdy) et donc 7 est optimal.

Traitons maintenant le cas général. Pour se ramener & des fonctions bornées, on utilisera le
procédé de troncation suivant (assez subtil) :

u si|ul <n
To(u)=<¢ n siu>n

-n stu<-—n

On pose ensuite F'(x,y) = Q.f(y) — f(x) et pour tout n, F,(x,y) = T5,(Qcf(y)) —Tn(f(x)). On peut
vérifier que sur 'ensemble F(z,y) > 0, 0 < F,(x,y) T F(z,y), et que sur 'ensemble F(z,y) < 0 et
0> Fy(x,y) ) F(x,y). On a donc pour tout (z,y) € X x X,

Fo(z,y) < [Fu(z, )]+ = Falz,y)1r20 < F(z,y)1p>0 < c(,y)

Par conséquent, pour tout © € II(u,v),

[ Futepyntasdy) = [ Tu@estw) vtan) ~ [ Turt@) ntdn) = [ [ Futw.w'tdzay

< [[ et (dody).
Par convergence monotone,

/ / Fy(z, y) n(dzdy) = / / Fo(z,y)1pso w(dxdy) — / / F(z,y)1pso7(dxdy) = / / c(z, y) w(dzdy),

et on en déduit que 7w est optimal. O

4.4 Le théoréme de dualité de Kantorovich

Théoréme 4.12. Soitc: X xX — [0, 0o[ une fonction semi-continue inférieurement, et u,v € P(X)
deuz probabilités telles que Te(p,v) < oco. On a alors

Te(p,v) = wswug(bc{/w /so(y) V(dy)}, (4.2)

ot D, est l’ensemble des fonctions continues bornées telles que

Y(z) +(y) <clz,y), Vr,yeX. (4.3)

La formule (4.2) reste vraie si l'on élargit la classe @, a la classe notée .(u,v) des couples (1, ) €
Li(p) x Ly (v verzﬁant [@.3).

Démonstration. Si (¢, @) € ®c(p,v) et m € II(p, v), alors on a toujours

/w(w)u(dx)+/ v(dy) = //w + () m(dxdy) < // c(z,y) m(dzdy).
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Donc en optimisant & la fois par rapport au couple (¢, ) € ®.(u,v) et par rapport a = € I(u, v),

on ()blien
S& d ;C , X

Reste & montrer 'autre megahte Supposons pour commencer que la fonction de coﬁt c est
continue et bornée. Considérons 7* un plan de transport optimal. D’aprés le Théoréme (4 il
existe une fonction ¢ convexe f : X — R telle que Q.f(y) = f(x) + ¢(z,y) pour 7* presque tout
couple (z,y). On a vu dans la preuve du théoréme que les fonctions f et Q.f étaient mesurables
et bornées. De plus, pour tout (z,y), on a Q.f(y) — f(z) < ¢(z,y). Donc,

[ ety dedy) = [[ Qusto) - s aady) = [(~1)(a)tdn) + [ Qutwyviay
< s {/w o)+ [ et | < T

Comme 7* est optimal, on conclut que toutes les inégalités ci-dessus sont en fait des égalités, ce qui
prouve la formule de dualité de Kantorovich. On voit en particulier que le couple ¥(x) = —f(x),
©(y) = Q.f(y) est solution du probléme dual.

Traitons & présent le cas ou la fonction de coit ¢ : X — [0, 00][ est sci. D’aprés la Proposition
il existe une suite croissante de fonctions ¢, : X x X — [0, 00[ bornées et n-Lipschitz telle que
¢ = sup,, ¢, (par exemple pour la distance D((z,y), (¢',y')) = max(d(z,2'),d(y,y"))). D’aprés le cas
traité précédemment, pour tout n € N, il existe f,, : X — R ¢,-convexe et bornée et 7 € II(p,v)
optimal pour le cofit ¢, tels que

[@etatwvian) - [ fute)utan) = [[ oy mitazay).

On remarque que (—fp, Qc, fn) € P, C P. (on voit facilement que Q., fn et frn, = P., Qc, fn
sont n-Lipschitz) done, pour tout n € N et tout m € N, m < n,

¢S£r€>¢c{ / Yz / o(y) V(dy)} > / / cn(,y) m, (dady),

et par conséquent puisque ¢, est une suite croissante, pour tout m € N, m < n,

f@?é’@c{ [vtorntan)+ [etvian} = [[ entomiasdy), (1.4)

La suite 7} est a valeurs dans II(u,v) et on a vu dans la preuve du Théoréme que cet en-
semble était compact. On peut donc supposer sans perte de généralité que la suite 7 converge
étroitement vers un certain 7 € II(p, v). Puisque ¢, est continue, limy, o [[ ¢ (2, y) 7 (dzdy) =
[ em(z,y) 7 (dzdy). Ainsi, par passage a la limite en n puis en m dans , on obtient d’aprés le
théoréme de convergence monotone

o {/w /«p(y) l/(dy)} > // c(z,y) 7" (dzdy) > Te(p, v).

Comme on a toujours Te(p, v) > SUD(y p)ea, (ur) 1) ©(@) p(de) + [ (y)v(dy)}, on conclut que la
formule de dualité avec ®. ou ®.(u,v) est vraie. O
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Chapitre 5

Existence d’applications de transport
optimal

Le but de ce chapitre est de montrer, pour certaines fonctions de cotit, I'existence d’applications
de transport optimales pour le probléme de Monge-Kantorovich, en particulier le théoréme de Brenier

(voir Théoréme :

5.1 Préliminaires sur les fonctions convexes

On rappelle qu'une fonction ¢ : R” — R U {400} est convexe si pour tous z,y € R" et ¢t € [0, 1]

o((1 —t)x +ty) < (1 —t)p(z) +td(y),

On rappelle que si f : R® — R est de classe C2, la convexité de f est équivalente & la positivité
de la matrice Hess f(x) en tout point 2 € R™ : pour tout u € R”, u’ - Hess f(x) - u > 0.

Exercice 5.1. Montrer que si (f;)icr est une famille de fonctions convexes sur R™ alors f = sup; f;
est conveze sur R™.

Définition 5.1 (Domaine d’une fonction convexe). L’ensemble dom (¢) = {z € R" : ¢(x) < 400}
est appelé le domaine de ¢. On notera Q) lintérieur du domaine de ¢.

Dans la preuve du théoréme de Brenier, on fera appel au résultat suivant :

Théoréme 5.2. Soit ¢ : R" — R U {400} une fonction convexe. On pose Qgug = {x € Q :
¢ est différentiable en x}. Notons \ la mesure de Lebesgue sur R™.

— Le bord du domaine de ¢ est négligeable pour la mesure de Lebesgue.
— La fonction ¢ est presque partout différentiable sur son domaine : A(dom(¢) \ Qqig) = 0.

— La fonction ¢ est au-dessus de ses hyperplans tangents : pour tout x € Qg et tout y € dom(g),
o(y) = ¢(x) + Vo(z) - (y — ).

Démonstration. Notons 0K = K \ int(K) le bord de K. Pour le premier point, puisque 0K C 0K
on peut se ramener & montrer que le bord d’'un convexe fermé est Lebesgue-négligeable. Si K est
d’intérieur vide alors il est nécessairement dans un hyperplan donc de mesure nulle. Sinon, puisque
la mesure de Lebesgue est invariante par translation, on peut supposer que 0 est dans l'intérieur
de K. Pour tout entier n > 1, 'ensemble K,, = K N Bf(0,n) ot Bf(0,n) = {x € R",|z| < 1}, est
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un compact convexe tel que 0 € int(K). Par ailleurs, on vérifie simplement que 0K C U,en0K,.
Puisque A(0K) < 37, -y A(OK,), il suffit de montrer que le bord d'un compact convex C' tel que
0 € int(C) est Lebesgue-négligeable.

Pour tout €, on vérifie facilement que (1 — ¢)C C int(C). En effet, puisque 0 € int(C), il existe
n > 0 tel que B(0,7n) C C' et par convexité pour tout z € C, B((1—¢)z,en) = ((1—e)xz+eB(0,7)) C
C. On en déduit que (1 —&)"A(C) < A(int(C')) < oo, d’ou la conclusion en faisant tendre € vers 0.

Pour le troisiéme point, on peut se ramener au cas unidimensionnel en considérant la fonction
¥ : [0,1] — R définie par ¢(s) = ¢((1 —s)z + sy). Cette fonction est convexe, dérivable a droite en 0
de dérivée Vo(z) - (y — x). Comme 1) est au-dessus de sa tangente,

¢(y) = ¢(1) = $(0) + ¥'(0)(1 - 0) = ¢(z) + Vo(2) - (y — 2).

Il reste donc & montrer le deuxiéme point. Commengons par traiter le cas de la dimension 1.
Notons I = dom(¢) (intervalle de R). On sait que la convexité d'une fonction est équivalente a la
croissance des pentes : pour tout = € I, la fonction p,(y) = %ﬁ(y) est croissante sur son ensemble
de définition. En tout point & l'intérieur de I, la fonction p, admet donc une limite & gauche et a
droite finie. En effet, si x est dans 'intérieur de I, alors pour tous y < x < z, on a p;(y) < p.(2),
et donc {p,(y) : y < x} est majoré, donc lim,,, p(y) = sup{pz(y) : vy < 2} < p2(2) < +o0.
On voit de méme que limy_,,, p,(y) = inf{p,(2) : 2 > £} > —oco. En conclusion en tout point z &
Vintérieur de I, ¢’ (x) et ¢’ (x) sont finies et de plus ¢’_(z) < ¢/, (x). Par ailleurs, les fonction ¢/,

sont croissantes sur U'intérieur de I. En effet, si x1 < x9 et z €]z, 22

#2) — #(1)

o) < =——

= p2(71) < p2(72) = Pay (2).

Donc en prenant la limite quand z — x5 par valeurs inférieures, on trouve que ¢/ (z1) < ¢’ (x2).

Nous allons montrer maintenant que ¢ est dérivable sur U'intérieur de I sauf peut étre en une
infinité dénombrable de points. Pour cela, nous allons montrer que ’ensemble J des points x &
Vintérieur de I tels que ¢’ (x) < ¢, (x) est au plus dénombrable. Pour tout € J, on choisit un
rationnel r, dans I'intervalle |¢'_(x), ¢/, (z)[. Si 1 < 2 sont dans J, alors ¢/, (x1) < ¢’ (x2) et donc
les intervalles ¢’ (x1), ¢/, (x1)] et ]¢__(z2), ¢’ (x2)[ sont disjoints. On en déduit que 74, < rz,. On a
ainsi construit une application injective de J dans @, ce qui prouve que J est au plus dénombrable.

A présent traitons le cas de la dimension n. Commengons par montrer que si ¢ : R" — RU{+4o00}
est une fonction convexe, alors elle admet des dérivées partielles 0;¢(z) ¢ = 1,...,n, en Lebesgue
presque tout point de = int(dom(¢)). On pose V = {v € R* 13w € R, (v,w) € Q} et, pour
tout v € V, on note I, = {w € R: (v,w) € Q} et on pose ¢,(w) = P(v1,...,v,—1,w) définie sur
I'intervalle I,,. D’aprés le cas précédent, pour chaque v € Vil existe un ensemble au plus dénombrable
N, C I, tel que ¢, soit dérivable en tout point de I,, \ N,. Notons N™ = {(v,w) : v € V,w € N,}.
D’aprés le théoréme de Fubini,

|IN"| :/ |Ny| dv =0,
14

puisqu’étant dénombrable, N, est de mesure de Lebesgue nulle pour tout v € V. Ainsi, en tout point
x de Q\ N™, la fonction ¢ admet une dérivée partielle 9,¢(z). En échangeant le role des coordonnées,
on montre de méme que pour tout i € {1,...,n}, il existe un ensemble négligeable, N? tel que ¢
admet une dérivée partielle 9;¢(z) pour tout = € 2\ N°. En posant N = N'U...U N™ on obtient
un ensemble négligeable en dehors duquel ¢ admet des dérivées partielles par rapport & chacune des
coordonnées.
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Montrons pour finir que ¢ est différentiable en tout point de Qg := Q \ N. Prenons z € Qqig,
et considérons

ex(y) = oY) — d(x) = Y _0if (@)(yi — x:),  VyeQ
=1

Le but est de montrer que ”Z”_(g')'l — 0 lorsque y — z (on utilise la norme |ull; = Y1, |u;). Soit
r = |ly — z||1. On note B; la boule unité fermée pour la norme || - ||;). La fonction €, étant convexe,

elle atteint son maximum sur le convex x + rB; en 'un de ses 2n points extrémaux. On a donc

1 1
— max ¢&,(y) = —maxez(x £ re;) = ar),
T ly—z|1=r T
en notant ej,...,e, la base canonique de R". Pour tout i, e,(z &+ re;)/r — 0, par définition des

dérivées partielles 9; f(z). Donc a(r) — 0 lorsque r — 0. Ainsi, £,(y) < ||y — z||1a(]|]y — z||1), avec «
ayant une limite nulle en 0. Pour conclure, il suffit de montrer que ¢, est positive. Remarquons pour
cela que pour tout h € R", et t € R, on a e,(z + th) < |t|||h]|1ca(]t|||h]|1). Donc limsup,_,g+ £x(z +
th)/t <0 et de méme liminf, ,o- ez(z + th)/t > 0. Comme la fonction ¢ — e5(x + th) est convexe
et nulle en 0, la fonction ¢ — e, (z + th)/t est croissante. On en déduit que lim;_,ge,(x +th)/t = 0.
On a donc pour tout ¢ > 0, e,(z + th) > 0, ce qui achéve la preuve. ]

5.2 Le théoréme de Brenier

On se place dans X = R™ muni de sa norme euclidienne standard notée | - | et on considére la
fonction de cotit ea(z,y) = 3|z — y|?, z,y € R"™. Pour toutes u,v € P(R"), on note Tz(y, v) le cotit
de transport optimal associé & ce coiit quadratique cs.

Théoréme 5.3 (Brenier). Soient p,v deur mesures de probabilité sur R™ équipé de sa morme
euclidienne canonique; si p est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue et si
To(p,v) < 0o alors il existe un unique plan de transport optimal 7* € TI(u,v). Ce plan de transport
optimal est déterministe : il existe une application de transport T* de p sur v telle que 7 (dzxdy) =
(d2)0p () (dy).

De plus, cette application T* s’écrit sous la forme T* = V¢, ot ¢ : R" — RU {400} est une
fonction conveze telle que p(¢p < co) = 1, et elle est essentiellement unique : si T est une autre
solution optimale du probléme de Monge alors T =T p-presque sidrement.

Commencons par remarquer que si 77 et T» sont deux applications telles que T} (x) = T (x) pour
p presque tout x, alors Ty 4p = Ty p car pour toute fonction test f,

Jr@anun) = [ pne)un) = [ @) u) = [ £Ta@) alda).

On utilise cette remarque pour donner un sens & T4 lorsque 1" n’est définie que p-presque partout :
on étend T' de maniére arbitraire a ’espace tout entier et la remarque faite juste au-dessus montre
que la mesure image ne dépend pas du prolongement choisi.

Démonstration. Le point le plus délicat est la preuve d’existence.
Ezistence d’un plan gradient. D’aprés le Théoréme il existe une fonction f : R" —
R U {400} ca-convexe et un couplage 7* € II(u, v) optimal telle que le support I' de 7* est contenu
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dans O, f. De plus la fonction f est finie sur I'y = {x € R" : 3y € R"(z,y) € '} et pu(I'y) = 1. Par
définition des fonctions co-convexes, il existe une fonction g : R” — R U {—o0} telle que

1 1 1
f@%—wp{ﬂw—Qm—yP}—&m{ﬂw—2w9+ww}—2mﬁ
yeR” yeR”

La fonction ¢(z) := f(z) + 3|z|*> est donc un sup de fonctions affines et est donc convexe (voir

Exercice .

Par définition du ¢y sous-différentiel de f en z € R”, on a y € 0., f(z) si et seulement si
f(2) = f(x) + e, y) — ea(z,9),  VzeR™

Autrement dit, en développant les carrés,

P& 2 f@) + glaP — SleP+ (=) -y, VaeR"

ce qui se traduit par

d(2) > o)+ (z — ) - y, Vz € R™

D’aprés le Théoréme la fonction ¢ est différentiable pour tout z dans un ensemble Qg de
complémentaire Lebesgue-négligeable. Si x € Qg;g, alors en prenant z = x + th avec h € R™, on

obtient
¢(x +th) — ¢(x)
t

Vo(x)-h=lim >h-y.

t—0

On a donc (V¢(z) —y) - h > 0 pour tout h € R", et donc V¢(x) = y. Ainsi pour tout = € Qqig,
Oc, f(x) C {Ve(z)}. L'inclusion réciproque est assurée puisque ¢ est au-dessus de son hyperplan

tangent (Théoreme [5.2).

Comme p est absolument continue par rapport & Lebesgue, on a p(dom(¢)) = p(Qq4ig). Comme
1= (1) < p(dom ¢) on en déduit p(Qqir) = 1. Pour 7* presque tout (z,y), on a donc simultané-
ment x € Qg et (z,y) € Oe, f, donc y = Vo(x). Autrement dit

™ ({(z,Vo(x)) : x € Qaig }) = 1.

Si on prend une fonction test h : R™ — R continue bornée, on a donc

/ Wz, y) 7 (dady) = / Wz, Vé(x)) 7 (dady) = / Bz, V() u(dz),

ce qui prouve que 7 (drdy) = p(dr)dy4(z)(dy).

Unicité du couplage optimal.  Supposons que 71 et o sont deux couplages optimaux et consi-
dérons w3 = %m + %772. Il est facile de vérifier que le couplage w3 est encore optimal. Mais,
d’aprés ce qui précéde, il existe des applications de transport telles que 71 (dzdy) = pu(dx)dr 2)(dy),
mo(dxdy) = p(dx)dr, () (dy) et m3(drdy) = pu(dx)dry (o) (dy). Par conséquent,

ro(dedy) = p(dz) (;aﬂ (o) (dy) + §6T2<x><dy>) — 1u(d) 51,0y ().

En intégrant la fonction indicatrice de 'ensemble {(z,y) € R” xR",y # T3(x)}, cela impose T3 (x) =
Ty(x) = T5(x) pour u presque tout x, et a fortiori w3 = ma. O
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5.3 Le cas des cofits strictement convexes
On considére dans cette partie un coit de transport ¢ : R x R™ — [0, 4+o00[ de la forme
C(.%',y) :e(y_x)v T,y eRna

oil dans tout ce qui suit § : R™ — [0, +-00][ est une fonction convexe de classe C*.
On supposera dans toute la suite que € est méme strictement convexe, c’est-a-dire que si x # vy,
alors

0((1 — )z +ty) < (1 - 0)0(x) +t0(y),  Vte]o,1[.

Autrement dit la fonction 6 n’est affine sur aucun segment de R™.
Cette hypothése entraine que 'application V6 : R®™ — R" est injective. On peut donc définir
(VO)~L sur VO(R™).

Proposition 5.4. 5i 0 : R™ — R est strictement convexe, alors VO est injective.
Démonstration. Supposons que VO(x1) = VO(x2) pour x1 # xo. La fonction
o(t) = 0((1 — t)xy + tas), t € 0,1]

est convexe sur [0, 1]. Sa dérivée ¢/ (t) = VO((1 — t)z1 + tza) - (x2 — x1) est donc croissante. Comme
¢'(0) = ¢'(1) la fonction ¢’ est en fait constante sur [0, 1]. Par conséquent, ¢(t) = ¢(0) + t¢'(0) et
donc f est affine sur le segment [z1, z3]. O

Théoréme 5.5. Soient p, v deux mesures de probabilité sur R™. On note O l'intérieur du support
de v et on suppose que

— p est absolument continue par rapport a Lebesgue et u(00) = 0,
et
— v est a support compact.

Si Te(p,v) < oo, alors il existe un unique plan de transport optimal 7 € I(u,v). Ce plan de
transport optimal est déterministe : il existe une application de transport T* de p sur v, unique
presque sturement, telle que ™ (dzdy) = p(dx)dr«(z)(dy). De plus, cette application T* s’écrit sous
la forme

T*(x) = =+ (V) (Vf(x)),
ot f:R" - RU{+o0} est une fonction c-convezxe telle que le support de m* soit inclus dans O.f.

Remarque 5.1. Pour certaines fonctions de coit, les hypothéses du théoréeme précédent peuvent
étre affaiblies. Par exemple, pour les fonctions de cotits cp(z,y) = %]a: —yP,p>1 (ou] | est
la norme euclidienne) la conclusion du théoréme précédent reste valable sous la seule hypothése que
Te, (1, v) < +00. On pourra consulter par evemple larticle de Gangbo et Mc Cann (The geometry
of optimal transportation, Acta Mathematica 177 (1996), 115-161).

Démonstration. D’aprés le Théoréme il existe une fonction f : R” — R U {+00} c-convexe
et un couplage 7* € II(u,v) optimal tels que le support I' de 7* soit contenu dans 9.f. De plus
[ est finie sur I'y = {& € R" : Jy € R" : (x,y) € T'}. On a toujours u(I'y) = 1. De plus comme
I' C Supp(p) x Supp(v) et que Supp(v) est compact on voit facilement que I'y est fermé (prendre
une suite a valeurs dans I'y ...) et par conséquent I'y = Supp(p).

Pour tout & € Supp(u), il existe donc y € Supp(v) tel que

Qcf(y) = f(z) +0(y — ).
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Comme Q.f(y) = inf,ern{f(2) + 0(y — 2)}, on en déduit que l'application z — f(z) + 0(y — 2)
atteint son minimum en z. Admettons un instant que f est différentiable en p-presque tout point
de O et notons Og;r I'ensemble de ces points de différentiabilité. On conclut alors que pour tout
x € Og;y, il existe y € Supp(v) tel que

Vf(x) = Vo(y — ),

ce qui équivaut a
y =2+ (VO) " (Vf(x))

Autrement dit 0.f(z) = {T*(x)} pour tout & € Og;¢. Comme par hypothése (00) = 0, on conclut
que 1(Ogif) = 1. En raisonnant comme dans la preuve du théoréme de Brenier, on conclut que
7 (dzdy) = p(dz)dp«(5)(dy) et T transporte p sur v. L'unicité de T s’obtient de la méme maniére.

Il reste & montrer que f est bien différentiable en p-presque tout point de O. Etant c-convexe, f
vérifie

f(@) = sup{Qcf(y) — c(z,y)}, Vo eR"™
yeR™

Pour tout = € Supp(p), il existe y € Supp(v) := K tel que f(z) = Q.f(y) — ¢(x,y). Donc, si 'on
pose

g(x) = SEE{QJ(Q) —c(z,y)},  xeR",

on obtient une fonction (c-convexe) vérifiant g < f sur R et g = f sur Supp(u). Admettons un
instant que g est différentiable en Lebesgue presque tout point de 'intérieur de dom(g) = {z € R™ :
g(x) < oo}. Comme p est absolument continue par rapport a Lebesgue et Supp(u) C dom(f) on a
O C int dom(g) et comme f = g sur O, on conclut que f est différentiable en Lebesgue presque tout
point de O.

Pour finir, montrons que ¢ est différentiable en Lebesgue presque tout point de l'intérieur de
son domaine. Nous donnerons de ce résultat deux preuves. La premiére impose une condition de
régularité un peu plus forte a la fonction 6 et utilise le théoréeme [5.2] de différentiabilité presque
str des fonctions convexes. La deuxiéme preuve utilise moins de régularité, mais fait appel & un
théoréme de Rademacher (que nous admettrons) qui montre que toute fonction localement Lipschitz
est différentiable presque stirement.

Premiére preuve : Nous supposons dans ce qui suit que 6 est de classe C2. Soit a un point de
intérieur du domaine de g et r, > 0 tel que la boule euclidienne fermée B(a,r,) soit contenue dans
dom(g). Posons

Ao =sup{u’ -HessO(y —z)-u: |ul =1,y € K,|z —a| <r,}.

Autrement dit A\, est un majorant de la plus grande valeur propre de la matrice hessienne de 6 sur
le compact K — B(a,r,). Posons ¢(y) = Q.f(y) et écrivons

|z |z[?
9(@) + Ao~ = sup 1 9(y) + Ao~ — Oy — @)
yeK
Par construction, pour tout y € K, la fonction x — 9(z,y) = ¢(y) + )\a$ — 0(y — x) est convexe

sur B(a,r,). On en déduit facilement que z supye i ¥ (@, y) est encore convexe sur B(a,r,)

2 —
(voir Exercice . Ainsi la fonction z — g(z) + )\a% est convexe sur B(a,r,), ce qui d’apreés le
théoreme [5.2] entraine que cette fonction, et par conséquent la fonction g elle méme, est différentiable
en Lebesgue presque tout point de B(a,7,). En se restreignant aux boules centrées en des points a
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coordonnées rationnelles et de rayons rationnels, on conclut sans peine que ¢ est différentiable en
Lebesgue presque tout point de 'intérieur de son domaine.
Deuziéme preuve : Prenons de nouveau a tel que B(a,r,) C dom(g) et posons cette fois

L =sup{|Vl(z —y)|:y € K, |xr—a|l <r.}.

Pour tout y € K, la fonction z — ¥(z,y) = ¢(y) — 0(y — ) est cette fois L-Lipschitz sur B(a,r,).
Comme un supremum de fonctions L-Lipschitz reste L-Lipschitz (le vérifier), on conclut que g est
L-Lipschitz sur B(a,r,). On conclut grace au théoréme de Rademacher énoncé ci-dessous. O

Théoréme 5.6 (Rademacher). Si f : U — R est une fonction Lipschitz sur un ouvert U de R"™
alors f est dérivable en Lebesgque presque tout point de U.

Démonstration. La preuve est du méme style que celle donnée pour le Théoréme mais est beau-
coup plus délicate. On la trouve par exemple dans le livre de C. Villani (Optimal-Transport : Old
and New - Theorem 10.8, p. 222). O
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Chapitre 6

Algorithmique du transport optimal

6.1 Diverses solutions

Le transport optimal, en plus de ses utilisations théoriques, dont certaines seront vues plus bas,
a également des « applications appliquées » dans de trés nombreux domaines : né du probléme
d’ingénierie de Monge, il retourne volontiers au monde « concret »... Il est en particulier utilisé pour
diverses taches de traitement d’images; citons :

— le transfert de couleurs (color transfer), ou 'on veut modifier une image source pour que ses
couleurs ressemblent & celles d’une image cible (pour uniformiser des portraits, rendre des
couchers de soleil plus rouges, faire ressembler n’importe quelle photo & un Van Gogh. . .)

— la génération aléatoire de textures a partir d’échantillons.

L’utilisation pratique du transport suppose de pouvoir calculer, ou au moins approcher, les cofits
de transport et les couplages optimaux.

f_[Probléme informel} \

Etant donné :  Deux mesures u et v, le coiit ¢

minimiser :  [[ ¢(x,y)dn(z,y)

sous la contrainte (s.l.c.) : 7 a pour marginales u et v

On peut dénombrer (au moins!) trois pistes possibles pour résoudre le probléme.
1. Discrétiser les données : si u et v sont des sommes finies de masses de Dirac, on peut espérer
traiter explicitement le probléme.

2. Utiliser les propriétés de 'application de transport optimal : on verra plus loin que dans le cas
quadratique, T* vérifie une EDP — I'équation de Monge-Ampére — que 'on peut résoudre
numeériquement.

3. Toujours dans le cas quadratique, voyons p = pp comme une densité de particules dans un
fluide, au temps t = 0, et v = p; comme une densité finale au temps 1. Supposons que le fluide
bouge avec un champ de vitesses v; : la densité p évolue suivant ’équation de transport

Opt + Va(pevy) = 0.
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On peut alors montrer que le transport optimal entre p et v peut étre construit en cherchant
les champs v; qui aménent g sur v en minimisant ’énergie cinétique totale

/Ol/npt(w) [oe(2)|? dd.

Ce point de vue « Eulérien » de mécanique des fluides, introduit par Benamou et Brenier [BB99]
pour fournir une méthode numérique de résolution du probléme, a ouvert de larges avenues
théoriques. En pratique, un bon choix de variables rend le probléme convexe et permet sa
résolution numeérique efficace.

Dans la suite de ce chapitre nous nous concentrerons sur la premiére piste ; nous donnons en fin de
chapitre des pointeurs bibliographiques pour en savoir plus sur les autres méthodes et les applications.

6.2 Différents problémes

Nous abandonnons donc le probléme général pour nous restreindre & la question suivante.

f_[Transport discret} )

Etant donné : Deux mesures discrétes u = Y 1" | pifq, et v = Z;'l:1 dp, ; le cotit ¢

minimiser : [ ¢(z, y)dr(z,y)

s. L. c.:  m a pour marginales y et v

\ v

Remarque 6.1. Nous avons en partie repoussé le probleme : si l'on sait résoudre le transport
discret, peut-on résoudre approximativement le probléme général ? Nous donnerons quelques éléments
de réponse plus loin.

Nous allons réécrire ce probléme sous une forme légérement différente. Notons A = {a1,...,an}
et B={by,...,b,}. Comme 7 a pour marginales y et v,

m(Ax X)=p(A) =1, m(X x B) =v(B) =1,

donc (A x B) = w((A x X) N (X x B)) = 1. Par conséquent m € II(u,v) est discréte, et est
entiérement caractérisée par la famille x = (z5);; = (7({ai} X {b;})i ;.

Dans ce cas discret, un plan de transport correspond donc & une matrice x de taille m x n. Les
conditions de marginales se lisent sur les... marges de la matrice, en faisant les sommes en ligne et

en colonne :
n m
Vi, E Tij = Di V7, E Tij = qj-
j=1 =1

Donnons deux exemples trés simples, pour pu = iél + %52 + i53 = é(251 + 492 + 263) et v =
%51 + %52 = %(451 + 462). En prenant 1/8 comme unité, les deux matrices suivantes correspondent
a des couplages de i et v, que 'on retrouve respectivement comme sommes en ligne en en colonne.

DN =~ DN
— N s
— N
N =~ DN
O N N~
NN O
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Le premier couplage correspond & des variables indépendantes (7 = p ® v, x;; = piq;). Le second
n’est autre que le couplage croissant.

Pour tout (4, j), notons ¢;; = c(as, bj) et notons c la matrice des ¢;;. Le probléme se réécrit de la
maniére suivante :

f_[Transport discret v.2.0} y

Etant donné :  Deux vecteurs de probabilités (p1,...,pm), (q1,...,qn); la matrice de cotits ¢

minimiser : ), Zi5¢i;
Vi, E Tij = P;

J
s. l.e.: Vi, E Tij = qj

i

\ v

Réécrivons ce probléme sous une derniére forme. On identifie ¢ et le vecteur colonne & mn
éléménts (c11,C12, .-+, Cln, €21, -+ - Cmls - - - Cmn) |, €t on fait de méme pour x. On définit le vecteur b

de taille m +n :b = (p1,....Pm,q1,---,qn) ", et la matrice A de taille (m +n) x (mn) :
n colonnes
| | |
1 B | |
m lignes | L ;
| [ . R S— 1
1 1 1 1
n lignes \ i \ i ......... i \
1 1 | 1

m blocs

On peut alors écrire une derniére reformulation du probléme, entiérement sous forme matricielle.

f_[Transport discret v.3.0} N\

Etant donné :  Le vecteur b = (p1,...,Pm,q1,---,q) ; la matrice de cotits ¢

minimiser : c¢'x

Ax = Db,
s.lec.: o
VZ7]7 Tij > 0.

\ v

On a donc affaire & un probléme de minimisation d’une fonction « objectif » linéaire (la forme
linéaire sur R™" : x ~ c¢'x), sous des contraintes linéaires. Ce type de probléme est connu sous
le nom d’optimisation linéaire ou programmation linéaire et est trés bien étudié; la littérature qui

lui est consacrée est gigantesque et de nombreux algorithmes efficaces ont été développés depuis les
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années 1940 pour le résoudre (avec des applications aussi variées qu’optimiser la production en temps
de guerre ou chercher le régime alimentaire le moins cotiteux respectant des apports nutritionnels
recommandés...).

Définition 6.1 (Terminologie). Si un vecteur x respecte les contraintes du probleme il sera dit
faisable. On dira qu’il est optimal si il réalise le minimum de la fonction ¢'x. Ce minimum est
appelé valeur du probleme.

Enfin, nous considérerons deux problémes légérement différents. Le premier est le cas particulier
du probléme de transport quand les mesures de départ et d’arrivée sont de la forme p = % ZZJ\L 1 Oa;
et v= % Z;VZI dp; - Pour alléger les notations, on remplace le x précédent par Nx et I'on obtient le
probléme suivant, dont le nom sera expliqué plus loin.

f_[LSAP reléché} a

Etant donné : La matrice de coiits ¢

minimiser : ¢'x = > i CijTi

Vi, inj =1
J

s. Lc.: Vi, injzl
i

\ v

Notre dernier probléme nait 14 encore des applications : si les mesures p et v a transporter
représentent des quantités d’objets (disons des palettes de yaourts & transporter entre les usines
situées en a; et les points de vente situés en b;, les a; pouvant se répéter quand une usine produit
plus d’une palette, idem pour les b;), on veut éviter de couper les (palettes de) yaourts en morceaux.
On cherche donc a assigner a chaque site de production 7 un (et un seul) site de livraison j, ce qui
revient & poser z;; = 1 et x; = 0 pour [ # j. On arrive au probléme suivant.

f_[Linear Sum Assignment Problem (LSAP)} )

Etant donné : La matrice de coiits ¢

minimiser : ¢'x = > i CijTij

Vi, inj =1
J

s. Lc.: Vi, injzl
i

Vi, 7, xi; € {0,1}.

\ v

Remarque 6.2 (Liens entre les problémes).

— LSAP reliché est un cas particulier du transport discret, qui est lui-méme un probléme de
programmation linéaire.

— Si on sait résoudre LSAP reldché, on peut résoudre approrimativement le transport discret
(exactement si les poids sont rationnels).

— Nous expliciterons plus loin le lien entre LSAP et LSAP relaché.
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6.3 Dualité de Kantorovich et « lacheté complémentaire »

Considérons le probléme LSAP relaché dans son interprétation économique. On dispose de N
palettes de yaourts que l'on doit envoyer dans N endroits; l'envoi de la palette 7 & ’endroit j
cotite ¢;;.

Un transporteur arrive et propose le marché suivant : il s’occupe de tout le transport, et fait
payer ¢(i) pour enlever le yaourt i et ¥(j) pour déposer un yaourt au site j. Pour rendre son offre
intéressante il garantit que, pour tout couple (i, j),

o(i) + ¥ (j) < ciy

Par conséquent on ne perd pas d’argent en laissant le transporteur s’occuper du yaourt ¢ : quel que
soit I’endroit ou I'on voulait I’envoyer, le transporteur le fait pour moins cher (on détaillera ce point
plus bas).

On dira que le couple (¢, 1) est faisable s'il vérifie ces inégalités. L’objectif du transporteur est
de maximiser son profit, ce qui correspond & répondre au probléme suivant :

LSAP * )

Etant donné : la matrice des cofits ¢
maximiser : >, ¢(i) + >_; ¥ ())

\ v

Ce probléme de maximisation est appelé « probléme dual » du « probléme primal » LSAP (relaché) ;
sa valeur est la borne supérieure de >, ¢(i) + >, ¥(j) sur tous les couples (¢, 1)) faisables.

Pour comparer les valeurs et les solutions optimales du probléme primal et du probléme dual,
définissons d’abord une notion. A tout couple (i,7) correspond une contrainte de positivité pour x
(x5 > 0) et une contrainte ¢(i) +1(j) < ¢;; pour (¢,1). Ces contraintes peuvent étre « ldches » (si
elles sont vérifiées avec une inégalité stricte; il y a « du mou ») ou « saturées » (si elles sont vérifiées
avec égalité, on dit aussi que la contrainte est tendue). La « lacheté complémentaire » dit que ces
deux contraintes ne peuvent pas étre « laches » en méme temps :

Définition 6.2 (Lacheté complémentaire). Si x est faisable pour le probléme primal, et (¢,1))
faisable pour le dual, on dit que x et (¢,1) vérifient la condition de lacheté complémentaire (ou
d’écarts complémentaires, en anglais complementary slackness) si, pour tout i, j,

sz‘j:O

OV + 0() = ey

Théoréme 6.3 (Dualité). Soit x et (¢,1) des vecteurs faisables respectivement pour le probléeme
primal et le probléeme dual. Alors

x> o)+ Y b)) (6.1)
i j

Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) il y a égalité dans (6.1)) ;

it) x et (¢,1) sont de « lacheté complémentaire ».
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Si elles sont vérifiées alors x est une solution optimale du probleme primal et (¢, 1) est une solution
optimale du probleme dual.

Enfin, pour toute solution optimale x, il existe une solution duale (¢,1)) vérifiant ces conditions ;
les deuz problemes ont donc méme valeur.

Le premier point confirme l'intuition plus haut : il est toujours avantageux de faire appel au
transporteur. Le second donne une condition suffisante d’optimalité, le dernier montre qu’elle est
d’une certaine maniére nécessaire.

Remarque 6.3. Ce théoreme est en fait un cas particulier de la dualité de Kantorovich vue plus haut

(Théorémes et. Pour le voir, rappelons d’abord que si (¢,1)) est optimale pour le probléme
dual, alors (Q.(—), ) Uest aussi, ainsi que (Qc(—1), Qe(—Qe(—1)), ot Q. est 'inf-convolution

Qcf(i) = mjin cij + f(J)-

En posant f la fonction c-conveze f = P.¢p = —Q.(—1), on a donc un couple optimal (—f,Qcf).
Pour un tel couple, la notion d’aréte saturée n’est autre que notre vieil ami le sous différentiel :
(i,J) saturée <= (—[f)(i) + Qcf(J) = cij
= f(i) =Qcf(j) —cij
<~ (i,]) € Ocf.
La « ldacheté complémentaire » dit alors que le support du plan x est inclus dans le sous-différentiel O.f .

Remarque 6.4. On peut aussi voir le théoréme comme un cas particulier du théoréeme de dualité
en programmation linéaire. On peut, pour un probléme d’optimisation linéaire quelconque, définir un
probléme dual. Si le primal et le dual sont faisables, alors les valeurs optimales des deuz problémes
sont les mémes, et on dispose également d’une caractérisation par « ldcheté complémentaire ».

Le cadre est ici suffisamment simple pour que ’on puisse proposer une preuve directe.

Démonstration. Tout d’abord, il est clair que 'on ne peut pas perdre de 'argent en faisant appel
au transporteur : pour tout plan x et tout (¢,1)) faisables,

Zcijﬂfz‘j > Z¢(i)ﬂfij + Zw(j)xij
=D o)+ 3_v().

ou la premiére ligne vient de la faisabilité de (¢,v) (et la positivité de z;;), et la seconde de la
faisabilité de x (3_;@i; = 1, > ;255 = 1). Il y a égalité entre le premier et le dernier terme si et
seulement si, pour tout (i, 7),
zijcij = xi5(9(i) + ¥(4)),
ce qui donne exactement la lacheté complémentaire : (i) et (ii) sont bien équivalents.
Supposons 'égalité vérifiée pour xg et (¢pg, 10g). Alors pour tout point x faisable, comme (¢, 1)9)
est faisable on a, en appliquant ce que ’on vient d’établir :

c'x> Zqﬁg(i) + Zwo(j) = c'xq.
( J
Donc x¢ est bien optimal. On montre de fagon similaire que (¢g, 1) est optimal.
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Le dernier point sera établi plus bas constructivement : on va donner un algorithme permettant
de déterminer a la fois un optimum primal x¢ et un optimum dual (¢o, 1) vérifiant les conditions
de lacheté complémentaire. Pour une solution optimale x quelconque, on a alors

c'x=c'xy= Zqﬁo(i) + Zwo(j)
i J

donc (i) est vérifié pour x et (¢o, ¥o). O

L’algorithme donne méme mieux puisqu’on verra qu’il construit une solution qui vérifie z;; €
{0,1}, ce qui implique le résultat suivant.

Théoréme 6.4. Parmi les solutions x optimales pour le probléme LSAP reldché, il en existe toujours
une qui vérifie x;; € {0,1} ; les deuzx problémes ont donc méme valeur.

Remarque 6.5. Ce résultat peut aussi étre vu comme conséquence d’un théoréme de Birkhoff,
qui assure que les matrices bistochastiques (c’est a dire les x faisables pour LSAP reldché) sont
lenveloppe convexe des matrices de permutation (les x faisables pour LSAP).

De nombreuses conditions ont été étudiées pour savoir sous quelle condition sur la matrice A
cette équivalence entre probléme « & valeurs entiéres » et probléme relaché était vraie. C’est le cas
par exemple si A est totalement ummodulaimﬂ auquel cas le probléme

Etant donné : le vecteur ¢, la matrice A, un vecteur b a coordonnées entiéres

maximiser : X'c

s.l.e.: x>0, Ax =b

)
s’il a une solution optimale, en a une a coordonnées entiéres. Cette propriété rend le probléme
« facile » du point de vue du calcul : le probléme a contraintes entiére se raméne au probléme de
programmation linéaire.

Faisons le point sur différentes approches possibles pour la résolution algorithmique des problémes

LSAP/LSAP relaché.

— Pour LSAP, I’ensemble des x faisables est fini. Une méthode naive est donc de calculer ¢'x
pour toutes les N! assignations possibles. Cette méthode est naturellement beaucoup trop lente
dés que N grandit.

— si les coiits viennent d’un probléme de transport en dimension 1 (pour le cott d(x,y)P) on
connait 'optimum (le couplage croissant). Il suffit donc de trier les points pour résoudre le
probléme, ce qui se fait en un temps O(N log(N)).

— le théoréme précédent montre que si 'on sait résoudre LSAP relaché, on connait la valeur
de LSAP. On peut facilement passer d’une solution optimale de LSAP relaché a une solution
de LSAP. Ceci permet d’utiliser les (trés nombreuses) méthodes générales de programmation
linéaire comme la méthode du simplexe.

— Enfin, on peut construire des algorithmes spécifiques au probléme, ce que nous allons voir
ci-dessous. Le développement et I’étude de ces algorithmes a fortement inspiré de nombreuses
méthodes plus générales de programmation linéaire.

1. C’est-a-dire que tous ses mineurs valent 0, 1 ou —1.
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6.4 L’algorithme hongrois

Cette méthode construit simultanément une assignation x (x;; = 1 si le yaourt ¢ est envoyé en
J, 0 sinon) et une solution du probléme dual (¢,1). Tout le long de 'algorithme on disposera :

— d’un couple (¢, 1)) faisable pour le probléme dual, c’est-a-dire vérifiant ¢(i) + ¥(j) < ¢;5. On
dira que l'aréte (7,7) est saturée si ¢(i) + ¥ (j) = cij.

— d’une assignation partielle z;; € {0, 1} vérifiant >, z;; < 1, Zj zi; < 1, et la lacheté complé-
mentaire : si z;; vaut 1 alors I'aréte (4, j) est saturée. Autrement dit : seules les arétes saturées
peuvent étre assignées.

Le nombre de sites assignés sera croissant pendant ’algorithme ; celui-ci finira quand tous les sites
seront assignés.
Présentons d’abord une vue d’ensemble du fonctionnement de 1’algorithme.

Initialisation On part de l’assignation vide x = 0 et de (¢,1) identiquement nulles. On « aug-
mente » d’abord ¢ et 1 en deux étapes.

1. Pour i de 1 & N on pose ¢(i) = minj ¢;;. C’est le ¢ le plus grand tel que le couple (¢, 1)) reste
faisable, qui n’est autre que l'inf-convolution : ¢ = Q.(—0).

2. Puis, pour j de 1 & N on pose ¥(j) = min;(c;j — ¢(i)). A ¢ fixé, c’est le ¢ le plus grand tel
que (¢, 1) reste faisable, et cela correspond exactement & poser ¥ = Q.(—¢) = Q.(—Q.(—0)).
Enfin, pour ¢ entre 1 et N :

— sl il existe j non-assigné tel que 'aréte (i, j) est saturée, on assigne i au premier j trouvé (on
change x;; en 1);

— sinon ¢ reste non-assigné.

Boucle principale Pour chaque sommet non assigné :
1. Chercher dans le graphe des arétes saturées un chemin augmentant.
2. S’il y en a un, I'inverser.
3. S’il n’y en a pas, créer des arétes saturées en modifiant (¢, 1)), et revenir au 1.

Nous allons expliquer ces différentes étapes sur deux exemples, en justifiant au fur et & mesure
qu’elles conservent bien les deux propriétés de faisabilité et de lacheté complémentaire.

a. Un premier exemple

Pour le premier exemple on considére la matrice de cofits

4
5
1

¢]
Il
O Lo
T O B

On notera les valeurs courantes de ¢ et 1 & gauche et en haut du tableau, et on entourera les termes
correspondants a des couples (i, j) saturés, c’est-a-dire pour lesquels ¢(i) + ¢(j) = ¢;;. Par ailleurs
on représentera 1’état actuel de I'assignation sur un graphe : les sommets de gauche correspondent
aux yaourts ¢ = 1,..., N, les sommets de droite aux points de vente 5 = 1,..., N. On dessine une
aréte noire entre i et j si le couple (i, j) est saturé, et une aréte rouge si l’assignation courante envoie
i en j (c’est-a-dire si x;; = 1).
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Initialisation. Au départ de 'algorithme on a donc :

(0
1 4 2
¢ 3 56
2 1 b5

On met a jour ¢, ce qui sature trois arétes :

(8

1) 4 2
¢13/(3)5 6
1] 2(1)5

Enfin on essaie d’assigner les sommets de gauche : @ est assigné a , @ ne peut pas étre
assigné puisque est déja pris, et @ est assigné a .
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Recherche d’un chemin augmentant. Partant d’'un sommet de gauche w; non-assigné, on
cherche les chemins (uy,v1,ug,v2,...) dans le graphe des arétes saturées tels que :

1. les arétes « aller » (u1,v1), (u2,v2),... sont non-assignées;
2. les arétes « retour » (vi,u2), (ve,us),... sont assignées.

On construit ainsi un arbre dont les branches sont des chemins alternés entre arétes assignées et
non-assignées. Si un des chemins finit en un sommet de droite vg non-assigné, on dit que le chemin est
augmentant. Un chemin augmentant contient donc k arétes non-assignées et k — 1 arétes assignées.

Dans notre exemple le chemin @ est augmentant.

Inversion On modifie ’assignation des arétes le long du chemin augmentant : les arétes non-
assignées deviennent assignées et réciproquement. Comme le chemin augmentant n’utilise que des
arétes saturées, la condition de lacheté reste vérifiée, mais le nombre d’arétes assignées augmente
de 1 (on désassigne k — 1 arétes et on en assigne k). On arrive finalement a

1O+
13/(3)5 6
1] 2()5

On remarque que l'assignation est compléte a ce stade, et vérifie la propriété de lacheté com-
plémentaire : on a donc trouvé un plan de transport optimal. Le cotit de transport vaut 6 =

2 90(i) + 2 9(j) = 13 + c21 + e

b. Un exemple complet

Considérons ’exemple un peu plus complexe donné par la matrice de cofits :

W = N
S Oy 00 ©
N O Ot 0o
N ©

Aprés initialisation de ¢, v, et de ’assignation on obtient
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Le premier sommet de gauche non-assigné est le @ Un seul chemin augmentant en part. On
I'inverse :

On passe au sommet @ Le seul chemin alternant qui en part est @, et il n’est pas
augmentant puisqu’il finit en un sommet de gauche et assigné.

On met alors en ceuvre une procédure d’ouverture d’arétes saturées. Notons S ’ensemble des
sommets de gauche sur 'arbre de chemins alternés, et T" ’ensemble des sommets de droite : ici

S = {@,@} et T = {} Notons enfin

0= min {c; — o(i) —P(j)},

i€S,j¢T
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intuitivement c’est « ce qu'il faut rajouter aux ¢(i) pour ¢ € S pour tendre une aréte vers T¢ ». Dans
notre exemple, 6 = 3 : le minimum est atteint pour les deux arétes (i,7) = (2,3) et (3,2). On met a
jour ¢ et 1 en posant :

(i) =

- {¢(¢)+5 siieS, -, {1/}(3‘)—6 sijeT,
(0 . .
¥(j) sinon.

o(7) sinon,

On obtient dans I'exemple :

(

71 7 (98 9
RE 2 8()7
4 W) (®B)6 9
2/ 3 6(2)2

Cette modification peut fermer des arétes (ici a n’est plus saturée) et en ouvrir d’autres
(ici, @ et ) Quatre points sont a remarquer :

1. les arétes assignées restent saturées,

2. les arétes saturées joignant S a T restent saturées,

3. la procédure ouvre au moins une aréte nouvelle partant de .S,

4. le couple (¢,1)) reste faisable.

Démonstration. Soit (i,7) un couple de sommets. Quatre cas sont possibles.
1. Siie SetjeT,lasomme (i) +(j) = ¢(i) + 1(j) n'est pas modifiée par la procédure. Le
statut de l'aréte (saturée ou non) ne change pas.
2. Il n’y a pas non plus de changement si ni I'un ni 'autre sommet ne sont dans ’arbre.
3.SiieSetj¢T, ¢(i)+0(j) = ¢i) +¥(j) + 0. Par définition de § ceci sature les arétes pour
lesquelles le min est atteint, mais conserve la contrainte ¢(i) + 1 (j) < ¢ (le couple (¢,)
reste faisable).
4. Enfin,sii¢ SetjeT, o) +1(j) = d(i) +¥(j) — 5, ce qui peut désaturer I'aréte (i, j) mais
conserve la contrainte de faisabilité.
Notons enfin que par construction de l'arbre, si v € T est assigné a un sommet @, on rajoute

nécessairement l'aréte (v,u) a l'arbre, donc u € S. Les arétes assignées sont donc soit entiérement
dans ’arbre soit entiérement en dehors, et ne sont donc pas désaturées dans la procédure. ]

Remarque 6.6. On peut vérifier (exercice!) que si le couple de départ est de la forme (Qcf, —f)
avec f c-convexe, c’est encore le cas (pour une fonction f... ) aprés modification.
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Cette modification étant faite, on revient a la recherche de chemins augmentants : 'arbre alter-
nant aura au moins une aréte de plus que précédemment. Dans notre exemple :

L’arbre contient deux chemins, qui n’est pas augmentant, et 6 9 @

qui ’est. En inversant les assignations le long de ce dernier, on arrive finalement & :

On a une assignation compléte et un couple dual (¢,1)) faisable et lachement complémentaire :
on a trouvé une solution au probléme de transport, ici de valeur 17.

c. Synthése

L’algorithme présenté dans cette section :

— termine : aprés chaque inversion de chemin, le nombre d’arétes assignées augmente de 1, et la
procédure d’ouverture d’arétes finit toujours par trouver un chemin augmentant.

— trouve une solution du probléme : la condition de lacheté complémentaire reste toujours vérifiée,
donc dés que 'assignation est compléte on a bien une solution du probléme.

Rappelons que ’algorithme naif consistant a examiner toutes les assignations possibles prend au
moins ! étapes; en codant intelligemment ’algorithme hongrois le nombre d’étapes peut étre
borné par CN*/?log(N).

6.5 L’algorithme des enchéres

Présentons briévement un algorithme différent pour résoudre le probléme LSAP; 14 encore il
s’explique par une analogie économique. Supposons donc que l'on confie & chaque producteur de
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yaourts le soin d’envoyer son yaourt au site le plus rentable pour lui : pour cela il accepte de payer
une certaine somme. On notera () le prix du site , et ¢(i) la dépense de I'usine @ Au départ
les prix sont nuls et aucune assignation n’est décidée.

Reprenons le premier exemple précédent, donné par la matrice de cofits :

1 4 2
c=13 5 6
2 15

La premiére usine @ voudrait envoyer son yaourt au site ; elle est préte a payer jusqu’a 14 pour
avoir ce privilége (au-dela, le site | 3| deviendrait comparativement moins cher).

Le prix du site , que nous noterons (1), passe donc a 1 et on assigne @ a . La dépense
du site |1 | est donc (e11 + (1)) = 2.

y O

211 4 2
|0 3 5 6

0] 2 1 5
®

On passe a la deuxiéme usine : envoyer au site | 1| lui cotite maintenant co; + 1(1) = 4, envoyer
en | 2| colite 5 et envoyer en |3 | cotite 6. Le site le moins cher est donc , et 'usine est préte a payer

5 — 4 = 1% supplémentaire pour y livrer son yaourt. Le prix ¢(1) passe a 2, et on assigne @ a .

Q,

2 0 0
2] 1 4 2 @
él5] 3 5 6

2 1 5

0 @

La premiére usine est désassignée. Le site le moins cher pour elle est maintenant le , avec un

écart de 1 : 9(3) passe a 1, et on assigne @ a .

Les cotits de livraison pour la troisiéme usine sont respectivement 4, 1 et 6 : on assigne @ a
en fixant le prix ¢(2) = 3.

A ce moment de I’algorithme tous les sommets de gauche sont assignés. Les valeurs finales de ¢
et 1 sont données par :
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Y

2 31

311 4 2
¢|5| 3 5 6
4] 2 1 5

On remarque pour cet exemple que (¢, —1)) est un couple faisable pour le dual, et que (x, (¢, —v))
vérifie la condition de lacheté complémentaire : ’assignation est donc bien optimale.

Plus généralement, remarquons qu’a chaque nouvelle enchére, si @ enchérit pour , le couple
(i,7) devient tendu pour (¢, —1) puisqu’aprés avoir fixé ¢)(j) on pose ¢(i) = ¢;; + ¢ (j). Les autres
couples (k,) :

1. restent faisables : ¢(k) — 1(1) ne peut que diminuer si k # i (puisque les prix ¢ augmentent

toujours et ¢(k) ne change pas), et aprés la mise a jour des prix, ¥ (1) + ¢ > ¥(j) + ¢, donc

o(1) — (1) < o(i) —¥(j) + ca — cij

< cy.

2. restent tendus s'ils étaient assigné (puisque dans ce cas ¢(k) et ¥ (I) ne changent pas).

Notons enfin que chaque fois qu'un nouveau site regoit une enchére, il reste assigné dans la suite.

Si Ualgorithme termine, il finit donc sur une solution lachement complémentaire et donc optimale.
Malheureusement, ce n’est pas toujours le cas : il se peut que deux sites de production alternent
infiniment des enchéres sans faire augmenter les prix. Ce cas arrive par exemple dans ’exemple
élémentaire suivant :

Y

¢2 1 2
211 2

Les deux sites continuent a enchérir I'un aprés ’autre pour le site | 1| sans augmenter son prix et
I’algorithme boucle.
Pour contourner ce probléme, on peut forcer les usines & enchérir plus. On fixe un € > 0, et

quand @ choisit , il fixe le prix ¥ (j) a

max (Y (1) + cqy) +¢.

I#j
Ceci force les enchéres a terminer, mais le résultat n’est plus nécessairement optimal : dans ’état final
(x, (¢, —1)) le couple (¢,1) n’est a priori pas faisable, et la lacheté complémentaire n’est vérifiée
qu’a e prés (c’est-a-dire que pour tout (7,7), xij |cij — @(i) — ¢ (j)| < ¢€).

On peut montrer que si € est assez petit, I’assignation x obtenue est en fait optimale ; si les cotits
¢;j sont entiers, il suffit par exemple de fixer ¢ < 1/N (oit N est le nombre d’usines). Il est alors
souvent utile de faire une approche multi-échelles : résoudre un premier probléme avec un €; grand,
et utiliser la solution comme point de départ d’un probléme avec €5 < £1, etc.
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6.6 Remarques bibliographiques

Pour un bref panorama des différentes approches algorithmes du probléme de transport optimal,
on pourra consulter les introductions de [RPDB11l, [PPO14, IMO14|, qui donnent aussi des exemples
d’application en particulier en traitement d’images. Parmi les trés nombreux livres sur la program-
mation linéaire nous avons utilisé [MGOT7|. L’explication de l'algorithme hongrois est adaptée de
[BDMOQ9| qui détaille de nombreuses variantes des problémes d’assignation et de nombreux algo-
rithmes pour les traiter, y compris l'algorithme des enchéres. Pour ce dernier on peut aussi consulter
le survol [BerOl] et ses références.
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Chapitre 7

Distance de Wasserstein

7.1 Définition, premiéres propriétés

On se replace dans un cadre général en étudiant le probléme de transport sur un espace métrique
polonais (X,d) avec une fonction de cotit ¢. Le cotit de transport 7.(u,r) mesure d’'une certaine
maniére la différence entre les mesures p et v : il est naturel de se demander si 'on peut, a partir
du transport, définir une vraie distance sur l’espace des mesures de probabilités.

Pour obtenir une quantité symétrique, on considére le probléme de Monge-Kantorovich. On se
restreint au cas particulier des cotits définis en fonction de la distance sur X. Pour p € [1, oo[, notons

Tp(p,v) = inf /dxypdﬁxy)

mell(u,v

Fixons un point zg quelconque dans X. Le cotlit de transport d’une mesure p quelconque sur la
masse de Dirac d,, vaut

Tp(0ng, ) = _inf // o, y)dm(z,y) = /d(:co,y)pdu(y)-

7T€H 10 7/14)
Il est donc naturel de se restreindre aux mesures pour lesquelles ce cott est fini.

Définition 7.1. Pour p € [1,00[, on note Pp(X) lensemble des mesures boréliennes sur X qui
admettent un moment d’ordre p :

Pp(X) = {u € P(X),/d(xo,:r)pdu(x) < oo} .

Il est facile de voir que cet ensemble ne dépend pas du point d’origine xg choisi.

Si u et v sont des mesures de Dirac en x et y, il n'y a qu’un seul couplage possible, et
Tp(0z,6y) = d(x,y)?; pour obtenir une quantité qui se comporte comme une distance, on éléve
donc a la puissance 1/p.

Définition 7.2 (Distance de Wasserstein). La quantité
Wp(ua V) = 7;?(/1’7 V)l/p7
définie pour tous (p,v) € Pp(X), est une distance sur Pp(X).

Remarque 7.1. Cette distance est connue sous de nombreur noms différents suivant les valeurs
de p, Uespace X, les auteurs et les communautés : distance de Mallows, distance du terrassier (earth
mover’s distance), distance de Kantorovich...
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Lors de I'étude de W, (1, ), on écrira souvent les calculs sous forme probabiliste : un couplage
7 € II(pu,v) sera vu comme la loi d’un couple de variables (X,Y’), dont les lois marginales sont
et v. On fera parfois I'abus de notation W),(X,Y) = Wy(u,v).

Veérifions que I'on a bien défini une distance.

Démonstration. La symétrie et la positivité sont immédiates. Si Wp(p,v) = 0, alors il existe un
couplage 7 tel que X =Y m-p.s, donc X et Y ont méme loi : E [¢p(X)] = E; [¢(X)] = E, [¢(Y)] =
Efp(Y)].

Il reste donc a vérifier 'inégalité triangulaire. Soit p1, po et v trois mesures dans Pp(X). On
peut construire un vecteur (X1,Y, X5), dont on notera la loi 7, et qui vérifie :

— X1, X9 et Y ont respectivement pour loi p1, s et v;

— (X1,Y) et (X2,Y) sont des couples optimaux pour les problémes de transport associés, c’est-
a-dire :
Ex [d(Xla Y)p] = 7;)(:“17 V)a Er [d(X%Y)p] = 7;)(”27 V)'

Pour ce faire on utilise I’existence de couplages optimaux pour les deux couples (p1,v) et (ug,v),
qui peuvent tous deux étre « désintégrés » grace au théoréme en dm (z,y) = p1(y, dx)dv(y) et
dma(x2,y) = p2(y,dx)dv(y). En langage probabiliste, tirer (X;,Y, X2) suivant 7 correspond a

— tirer Y suivant v, puis
— tirer X suivant la loi conditionnelle p;(Y]-) et Xy suivant la loi conditionnelle py(Y-).

En utilisant 'inégalité triangulaire dans (X, d), on a
0 <d(X1,X2)?P < (d(X1,Y)+d(X2,Y))P.
donc, en notant U; = d(X;,Y),

E, [d(X1, X2)P]YP < B, [(Uy + Us)P]/P
= |U1 + U2|| to(m)
< NUillze@y + 102l o)
= Wp(p,v) + Wy(uz,v)

par I'inégalité triangulaire dans ’espace normé LP(w). Comme (X7, X2) est bien un couplage de puq
et p9, on en déduit
Wy (pa, p2) < Wp(pr, v) + Wy(pz,v). O

Théoréme 7.3. Pour 1 <p <gq, P, C P, et pour toutes u ,v dans Py,
Wp(/") 1/) < Wq(% 1/)'

Démonstration. L’inclusion est claire, puisque pour toute mesure de probabilité, L9(u) C LP(p). Si
7 est un couplage qui réalise W, (u,v),

(X, Y ) 1oy S NAXY) | La(ry = Welw, v),

et le terme de gauche est supérieur a W),(u, v) puisque 7 couple p et v. O
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7.2 Caractérisation duale de W,

La dualité de Kantorovich donne, dans le cas p = 1, une expression trés agréable de la distance
de Wasserstein.

Théoréme 7.4 (Dualité pour W1). Pour tout i, v dans Pi, la distance W1 (u,v) est donnée par

Walp,v) = Sup{’/fdu— [ tav

Remarque 7.2. Rappelons expression similaire pour la distance de Fortet-Mourier :

dp.ar(p,v) ZSUp{’/wdu—/apdy

d’ou l'on déduit en particulier que dp.pr.(pu,v) < Wi(p,v).

o f 1—Lipschitzienne}.

i X = R I-Lipschitz et ||¢||co < 1}

Démonstration. Notons S le sup; il s’agit de montrer que S = Wi (p, v).
Soit f une fonction 1-Lipschitzienne, = un couplage dans II(u,v) et (X,Y) un couple de loi .
Alors

On en déduit S < E, [d(X,Y)]; ceci étant vrai pour tout couplage on a S < Wi (u,v).
Montrons l'inégalité dans l'autre sens. Fixons un € > 0. Par dualité de Kantorovich, il existe
¢ € L' (u), ¢ € L'(v) telles que :

Va,y, ¢(x)+(y) < dz,y)
/d)d,u+ /wdy > Wi (p,v) —e.

Posons f = P.1 la sup-convolution de f pour le cott ¢(z,y) = d(z,y) :
f(x) =sup (¥(y) — d(z,y)).

y
Remarquons d’abord que f est 1-Lipschitzienne : pour tout (x,2’), d(2',y) < d(z,2") + d(z,y) par
inégalité triangulaire donc

f(z) =sup(¢(y) — d(x,y))

Y

< sgp(w(y) —d(a',y) + d(z,2"))

< f(2') +d(x,2").

Comme g et v sont dans P;, on en déduit en particulier que f est dans L'(p) N L'(v).
D’autre part, en prenant y = x dans le sup définissant f on a f(z) > 1(x), et comme ¢(x) +
Y(y) < d(z,y), on a également

f(@) = sup(¥(y) — d(z,y)) < —¢().

Y
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Ces deux inégalités entrainent

sz [fau+ [ fivz [odu+s [var=wi-e,
ce qui achéve la preuve puisque € est arbitraire. ]

Remarque 7.3. On a vu dans la preuve qu’une fonction c-convexe pour le coit c(x,y) = d(z,y)
était 1-Lipschitzienne : on pourra vérifier (exercice) que la réciproque est vraie, et relier ce fait
linterprétation géométrique de la c-convexité.

7.3 Lien avec la topologie faible

L’objectif de cette section est de montrer le résultat suivant.

Théoréme 7.5 (Lien avec la convergence faible). Soit p et (u,) des mesures dans P,. Alors
Wy (pin, pt) tend vers 0 si et seulement si :

1. pn converge faiblement vers u,

2. les moments d’ordre p convergent :

/d(mo,x)pd,un(:v) — /d(a:o,a;)pdu(a:).
Pour cela nous allons d’abord faire quelques rappels.

a. Convergence faible : rappels

Revenons d’abord sur la convergence faible pour des suites de mesures de probabilités (sur un
espace métrique polonais).

Théoréme 7.6 (Théoréme du porte-manteau). La convergence faible de p, vers u équivaut a :
(i) [ fin — [ fdu pour toute f continue bornée,

(ii) [ fun — [ fdp pour toute f lipschitzienne bornée,

(i) Uminf [ fdp, > [ fdu pour toute f s.c.i. minorée,

(iv) liminf p, (O) > u(O) pour tout ouvert O.

Démonstration. (i) = (ii) est clair.
(i) == (4¢i7). Soit f une fonction s.c.i. minorée. On a vu plus haut (Proposition [2.4]) que
f était limite croissante d’une suite de fonctions (f;) Lipschitziennes bornées. Comme la suite est

croissante, on a pour tout k :
/fkd,un < /fdﬂn-

Comme fj, est Lipschitzienne bornée, on en déduit

/fkd,ugliminf/fdun.

On fait tendre k vers U'infini; par convergence monotone on conclut :

/fd,ugliminf/fd,un.
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(7i1) = (iv) est direct puisque l'indicatrice d’un ouvert est minorée et s.c.i.
(tv) = (7). Soit f continue bornée. Quitte a la translater, on peut la supposer positive. On
utilise 'astuce classique de décomposition en lignes de niveau :

[ 1@t = [ ([ tsite) dunt

- /O " i (£t 00]) dt

par Fubini-Tonnelli. Comme f est continue, O; = f~1(]¢, 00[) est un ouvert, donc
lim inf 1, (O;) > p(Oy)
n

par hypothése. Posons g, (t) = pn(O¢),

/fd,u = /OOO w(Oy)dt < /OOO lim inf g, (¢)dt
< lim inf /0 h gn(t)dt (lemme de Fatou)
= limninf/fdun.
On applique le méme raisonnement a g = (|| f|loo — f) pour conclure. O

Théoréme 7.7 (Préservation par fonction continue). Soit (X,,) une suite de v.a a valeurs dans un
espace polonais (X, d) et ¢ une application continue de (X,d) vers un autre espace polonais (X', d').
Si X, converge en loi vers X alors ¢(X,) converge en loi vers ¢(X).

Démonstration. 1l suffit de revenir a la définition en remarquant que pour toute fonction test f
continue bornée, f o ¢ est continue bornée. O

Théoréme 7.8 (Convergence en loi vers une constante). Si la suite de variables (X, )nen converge
en lot vers une constante c, alors la convergence a lieu en probabilité :

Ve, P[| Xy, — ¢ > ] —— 0.

n—o0

Rappelons que la réciproque est toujours vraie (la convergence en probabilité entraine la conver-
gence en loi).

Démonstration. 11 suffit de remarquer que P [| X, — ¢| < ] = un(Jc — &, ¢+ €]), ce qui entraine
1>1liminfP[|X, —¢/<e] >P0<el =1
n

par le point (iv) du théoréme du porte-manteau. O
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b. Uniforme intégrabilité

Nous avons vu plus haut la notion de tension pour un ensemble de variables aléatoires : A est
tendu si pour tout € > 0, il existe un compact K tel que pour toute variable X de I’ensemble A,

PXecK|>1-c¢.

Remarquons que la tension ne fait intervenir que la topologie de ’espace ambiant. Nous allons
maintenant considérer une notion similaire mais utilisant la métrique de R.

Définition 7.9 (Uniforme intégrabilité). Soit A un ensemble de variables aléatoires réelles. On dit
que A est uniformément intégrable (abrégé en w.i.) si :

sup E [|X|1xsp] — 0.
XeA R—o0

Une suite de variables (X, )nen est dite u.i. si l’ensemble {Xp;n € N} lest.

Exercice 7.1. Soit X,, Y, deur suites de v.a. telle que P[X, =0 = P[Y,=0] =1 - 1/n,
P[X, =+/n] = P[Y, =n] = 1/n. Montrer que les suites sont tendues. Montrer que X, est uni-
formément intégrable, mais que Y, ne l’est pas.

Théoréme 7.10 (Conditions suffisantes).

Union, familles finies Si A est u.i., toute variable X € A est intégrable. Si X est intégrable, {X}
est u.i. Si A et B sont u.i., alors AUB [’est aussi. Toute ensemble fini de variables intégrables
est u.1.

Borne dans LP Si l’ensemble A est borné dans LP pour un p > 1, c’est-a-dire si

sup E [|X "] < oo,
XeA

alors il est wu.i.

Comparaison Si pour tout X de A il existe Y dans B tel que | X| <Y, et si B est u.i., alors A
lest aussi. En particulier, si les variables de A ont un « chapeau intégrable » Y, elles sont w.i.

Stabilité Si A et B sont w.i., alors {X +Y; X € A,Y € B} lest aussi. En particulier la somme de
deux suites u.i. est u.i.

Suites Si les (Xp)nen sont intégrables et si

lim limsupE []Xn] 1\Xn\>R] =0,
—00 n

alors les (X )nen sont u.i.

Démonstration. Union. Si A est ui. et X € A, il existe un R tel que E [|X|1xsp] < 1, et pour
lequel on a donc E [|X|] < R+ 1 < co. L’uniforme intégrabilité de {X} est une application directe
de la convergence dominée. Pour 'union proprement dite, on écrit

sup E [Z1|Z|>R] = max <Sup E [Xl‘X|>R] ,sup E [Y1Y>R]) .
ZcAUB XeA YeB

On prend la limite en R : par monotonie c¢’est également la lim sup, or limsup, max(f(R),g(R)) =
max(lim supp, f,lim supp g) pour toutes fonctions réelles f et g. On en déduit la propriété sur 'union.
Le dernier point s’obtient par une récurrence immédiate.
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Borne dans LP. La preuve est similaire & celle de I'inégalité de Markov : pour tout X dans A,

X|\*!
| X| <‘R|> 1|X>R]

sup E [[Y ],
Rpfl YEA H ’ ]

E[|X[1)x>r] <E

<

qui tend bien vers 0 quand R tend vers 'infini, uniformément par rapport a X.
Comparaison. Ce point est direct puisque x — x1,~ g est croissante.
Stabilité. Soit U, V deux variables positives et R > 0.

E[(U+V)1lytvser] =E[(U+V)lytvserlu<v] + E[(U 4+ V)1lytvserlv<y].

Dans le premier terme, comme U < V| V est nécessairement plus grand que R; de plus (U + V) est
majoré par 2V. En raisonnant de méme pour le second terme :

E[(U+V)lutvs2r] < 2E [V1ysg] +2E [Ulysgl.

En appliquant ces inégalités & U = | X| et V = |Y'| on obtient 'uniforme intégrabilité de {|X|+|Y|},
qui entraine celle de {X + Y} par comparaison.
Suites La quantité limsup,, E []Xn] 1x,> R] étant décroissante en R, I’hypothése se réécrit :

inf E [|X,|1 —0.
R>(lfvlmoeNnS§£0 (1| IXn|>R]

Pour ¢ > 0, il existe donc ng tel que limg sup,,>,,, E [|Xn| 1x, > 1] = infrso sup,sp, B [|Xn|1x, 58] <
e. Comme l'ensemble { X%,k < ngp} est u.i, on a par le méme raisonnement que dans la preuve de la
propriété d’union,

lim sup E [|Xn| 1)y, > r) < max(0,¢).

R>0 p

Ceci conclut la preuve puisque € est arbitraire. ]

L’intégrabilité uniforme est une notion importante en raison du résultat suivant de « passage a
la limite dans 'intégrale », généralisation du théoréme de convergence dominée.

Théoréme 7.11. Si la suite de variables aléatoires X,, :
— converge en probabilité vers une variable X intégrable,
— est uniformément intégrable,

alors B [X,,] tend vers E [X].

Démonstration. Par le lemme de stabilité, Y,, = |X,, — X| est uniformément intégrable, de plus Y,
converge en probabilité vers 0. Pour 0 < € < R arbitraires, on découpe E [Y},] en trois morceaux :

E [Yn] =K [YnlYnSE] +E [Yn16<Yn§R] + K [Yn1Yn>R]
<e+ RP [Yn > E} +supE [leYm>R] .
m
Comme Y,, converge en probabilité vers 0,
limsupE [Y,,] <e+supE [V 1y, >R].
n m
On fait tendre € vers 0 et R vers l'infini, le dernier terme tend vers 0 par uniforme intégrabilité donc

E [Y;] tend vers 0. Par conséquent |E [X,,] — E [X]| < E[Y,] tend également vers 0, ce qui achéve la
preuve. O
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Remarque 7.4. On peut affaiblir les hypothéses en ne demandant que la convergence en loi de X,
vers X et l'uniforme intégrabilité, voir par exemple [Bil99, Théoréme 3.5].

On aura également besoin de la « réciproque » suivante.

Théoréme 7.12. Si la suite de variables aléatoires X, vérifie :
— X, est positive et intégrable,
— X, converge en loi vers X,
— E[X,] - E[X],

alors les (X,,) sont uniformément intégrables.

Démonstration. La fonction f:x — xl,.p est s.c.i. Par le théoréme du porte-manteau, on a donc

n

Comme E [X,,] tend vers E [X], on en déduit
limsupE [X,1x,>r] = limsup (E [X,] — E [X,1x,<R])

=E[X] - liminfE [X,,1x,<g]

<E[X]-E[X1x<rg]
=E[X1x>r].

Comme X est intégrable, on en déduit

lim limsupE [|X,|1x,>r] =0,
R—o0 n
ce qui implique l'uniforme intégrabilité par le dernier point du théoréme [7.10} O

c. Deux faits élémentaires
Lemme 7.13. Pour tout €, tout p > 1, il existe C(p,¢) telle que :
V(a,b) € Ry, |aP —bP| <ed’ + C(p,e)|b—al’.

Démonstration. Remarquons d’abord que pour tout p > 1, tout & > 0,

1
V(a',bv') e Ry, (a/ +0)P < (1+&)P(d)P+ (1+ )PP
€
En effet, le membre de gauche est majoré par le premier terme du membre de droite si b’ < &’a’, et par
le second si b’ > £’a’. On applique cette inégalité & a’ = min(a,b), b’ = max(a,b) —min(a,b) = |b — a|
et &’ = (14 ¢)/P — 1 pour obtenir, en posant C(p,e) = (1 + Ly,

max(a, b)? — min(a, b)’ < emin(a, b))’ + C(p,e) |b —al?.
qui entraine l'inégalité annoncée. O

Lemme 7.14 (Un résultat classique sur les suites). Soit u,, une suite dans un espace topologique. Si
il existe un | tel que, de toute sous-suite v, de u,, on peut extraire une sous-suite w, qui converge
vers l, alors u, converge vers .

Démonstration. Montrons la contraposée, en supposant que u,, ne converge pas vers [. Il existe un
ouvert O contenant [ et une sous-suite (v,,) telle que v, ¢ O. Une sous suite de (v,) ne peut donc
pas converger vers [. O
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d. Preuve du théoréme

Sens direct — convergence faible. On suppose que W)(uy, 1) tend vers 0. Par comparaison
des distances de Wasserstein, W1 (up, 1) tend vers 0, donc pour toute fonction 1-Lipschitzienne,

/fdun%/fd,u.

Ceci reste vrai par homogénéité pour toute fonction Lipschitzienne, et a fortiori pour toute fonction
Lipschitzienne bornée. Par le théoréme du porte-manteau, on a donc bien convergence faible de p,
Vers f.

Sens direct — convergence des moments. Pour montrer la convergence des moments, on
réalise les mesures p, et u comme lois de variables aléatoires sur un méme espace de probabilités.
On peut les construire de maniére & vérifier :

E [d(Xn, X)"] = Wy (pn, 1),
c’est-a-dire que (X, X) est un couplage optimal. On majore la différence des moments :
[E [d(Xn, 20)P] — E[d(X, 20)"]| < E [|d(Xn,20)" — d(X, 20)"]].
On fixe un € et on applique le lemme puis l'inégalité triangulaire dans (X, d) :

E [|d(Xn, z0)? — E [d(X, 20)P]]] < eE [d(X, x0)?] + C(p, e)E [|[d(Xp, 20) — d(X, x0)["]
< ¢E [d(X, z0)?] + C(p, )E [d(Xn, X)7]

Comme la derniére espérance vaut W, (p,, p1)P, qui tend vers 0 par hypothése, on en déduit :

lim sup [E [d(Xn, 20)7] — E [d(X, 20)7)| < <E [d(X, 20)7].
Comme ¢ est arbitraire on a bien la convergence de E [d(X,,, xo)?] vers E [d(X, zo)P].

Sens réciproque. On suppose que p, converge faiblement vers p et que les moments d’ordre p
convergent. Soit 7, un couplage optimal de i, et i, loi d'un couple (X,,, X). Posons Z,, = d(X,,, X )P :
on veut montrer que Wy (i, i) tend vers 0, ce qui revient & établir que E [Z,,] tend vers 0.

Supposons tout d’abord que 7, converge faiblement vers un couplage 7.

Convergence en probabilité de Z, vers 0. On peut montrer assez facilement que 7o, a pour
marginales p et u, et qu’il est optimal (en montrant que son support vérifie la propriété de monotonie
cyclique) : c’est donc le couplage trivial, et (X, X) converge en loi vers (X, X). La continuité de
la distance entraine que Z, = d(X,, X)P converge en loi vers 0; comme la limite est constante la
convergence a également lieu en probabilité.

Uniforme intégrabilité. Posons Y, = d(X,,zo)? et Y = d(X,zo)P. Comme X,, converge en loi
vers X, Y, converge en loi vers Y. De plus les Y;, sont positives et par hypothése E [Y;,] converge
vers E [Y]. Par le théoréme elles sont donc uniformément intégrables.

Comme Z, < 2P~1(Y;,, +Y), on en déduit que la suite Z, est uniformément intégrable. Comme
les Z,, sont positives et convergent en probabilité vers 0, on peut appliquer le théoréme :

W (tin, p)? = E[Zy] —— 0.

n—o0
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Cas général. Dans le cas général ou 7, ne converge pas nécessairement, soit p,, = fi4(,) une
sous-suite quelconque de pu,, et 7}, les couplages correspondants. On peut montrer assez facilement
(exercice!) que comme p, converge faiblement, I’ensemble de mesures

UM (un, )

est tendu. Il existe donc une sous-suite 7, de 7, qui converge faiblement. En appliquant les deux
premiéres étapes, on sait que le long de cette sous-suite Wp(p, i) tend vers 0. Le théoréme s’en
déduit en appliquant le lemme [7.14]

7.4 Remarques bibliographiques

Notre présentation s’appuie principalement sur [AG]; pour les résultats sur la topologie faible
on pourra consulter [Bil99].
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Chapitre 8

Applications en probabiltés

8.1 Une preuve du théoréme limite central

a. Le résultat
Rappelons tout d’abord 1’énoncé de ce résultat fondamental de probabilités.

Théoréme 8.1 (TLC). Si les X; sont des variables i.i.d. admettant un moment d’ordre 2, alors
leur somme centrée réduite converge en loi vers la gaussienne standard :

i1 Xi — nE [Xi]
nVar(X1)

9, N(0,1).
En particulier si les X; sont centrées et réduites|t]
= zn: X; Y N0, 1)
K3 ) N
v i=1

La preuve habituelle de ce résultat passe par les fonctions caractéristiques, c’est-a-dire par une
transformée de Fourier. D’autres preuves plus élémentaires peuvent étre obtenues avec des arguments
de couplage. Nous allons voir ici une preuve utilisant la distance de Wasserstein Ws.

Définition 8.2 (Ecart a la normale). Pour X une variable aléatoire de carré intégrable, on note
D(X) = W3 (X, N'(E [X], Var(X)))

le codt de transport quadratique de X sur la loi normale de méme moyenne et méme variance.

Théoréme 8.3 (TLC en distance de Wasserstein). Si les X; sont i.i.d. centrées réduites, alors

donc ﬁ >; Xi converge en loi vers une gaussienne N'(0,1).

1. C’est-a-dire E [X;] = 0 et Var(X;) = 1.
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b. Distance a la normalité
Théoréme 8.4 (Propriétés de D).
D est quadratique. Pour tout (a,b) € R, D(aX + b) = a>D(X).

Ecart a la normalité. Si X est de variance s%,

. 452 — D(X
mellé},£>0 W22 (X’ N (m, 82)) = D) <(@)H>

€ BD(X),D(X)] |

Convergence en loi. Si X,, converge en loi vers X, et si Var(X,,) tend vers Var(X), alors D(X,,)
tend vers D(X).

Sous-additivité. Pour (X,Y) indépendantes,
DX +Y)<DX)+ D).
1l y a égalité si et seulement si X et Y suivent des lois normales.

Démonstration. Pour tout a, b, on montre facilement que W2(aX + b,aY +b) = a’?WZ(X,Y), ce
qui donne le caractére quadratique de D.

Pour I'écart a la normalité, on peut supposer sans perte de généralité que X est centrée. Le
fait que l'on regarde le cott c(x,y) = |z — y|2 sur R montre que le couplage croissant est toujours
optimal. Par conséquent, si le couple (X, Z) est optimal, alors (X, m + sZ) 'est aussi, donc

W3 (X, N(m,s*)) =E [(X —m —s2)*] = s§ — 2sE [XZ] + s* + m?.
Or D =E [(X — s0Z)*] = 2s§ — 2s0E [X Z]. Donc

W2(X, N (m,s%) = 53+ —(D — 2s3) + s> + m?.

50
. o _ _2%-D _ D
Le minimum en m et s de cette quantité est obtenul’|pour m =0 et s 550 50 ~ 35q- 11 vaut
1 D — 2s?
inf W2(X,N(m,s?)) =53 — —(D—2s3)>+ —-10
inf WEXN(m, %) = 58 = 55 (D = 290" + 5 55
_ 4sy— D? +4s3D — 4s
= 2
4sj
4st — D
—p=20_~
4sg

Pour montrer la propriété de convergence en loi, considérons une suite (X, )n,en qui converge
en loi vers X, et telle que Var(X,) tend vers Var(X). Nous avons vu au chapitre précédent que
X,, converge alors nécessairement vers X en distance de Wasserstein. Notons my,, s,, m et s les
moyennes et écarts-type de X, et X. Par 'inégalité triangulaire sur W,

VD(X;) < Wa(Xy, X) + Wa(X,m+ sZ) + Wa(m + sZ,my + sp.2),

2. Notons que la loi normale la plus proche de X a donc, si D est non-nul, un écart type strictement inférieur a so.
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donclﬂ limsup,, D(X,) < D(X). On prouve de maniére symétrique liminf,, D(X,) > D(X), ce qui
conclut la preuve.

Considérons maintenant la propriété de sous-additivité. Grace au premier point on peut supposer
que E [X] = E [Y] = 0. L’inégalité est facile & montrer. En effet, I’existence de couplages optimaux
montre que 'on peut définir un quadruplet (X,Y, Z,T') de variables vérifiant :

— Z ~N(0,Var(X)), T ~ N(0, Var(Y)),
— D(X)=E[(X - 2)?],D(Y)=E[(Y —T)?],
— (X, Z) est indépendant de (Y, T).

On dispose alors d’une fagon de coupler (X +Y) avec une loi normale N (0, Var(X) + Var(Y)) : c’est
le couple (Z +T,X +Y). Par conséquent

DX+Y)<E[X+Y-Z-T} | =E[(X -2} +E[Y -T)*] +2E[(X — Z)(Y — T)]
= D(X)+ D(Y)

puisque le dernier terme est nul par indépendance.

Le dernier point & montrer, le cas d’égalité, est le plus délicat. Supposons donc que D(X,Y) =
D(X)+ D(Y) : par 'équation précédente ceci implique que le couplage (Z 4+ T, X +Y) est optimal.
On peut supposer que X = a(Z) et Y = b(T) avec a et b croissantes et continues & gauche, données
par a = F)El oFzetb=Fy Ls Pp (c’est le couplage croissant de la proposition qui est optimal
par le théoréme [3.10)). Notons 7 la loi de ce couplage optimal (Z + T, a(Z) + b(T)). 1l s’agit alors de
montrer que les fonctions a et b sont affines, ce qui impliquera la normalité de X et Y.

Les couples (zg + to, a(z0) + b(to)) sont dans le support de w. Montrons que, pour tout (2o, o), le
couple (zg+to, a(zo0)+b(to)) appartient au support du couplage. Supposons d’abord z et to sont des
points de continuité pour a et b, et soit O un ouvert contenant (zo + to, a(z0) + b(tp)). L’application
é(2,t) = (2 +t,a(z) + b(t)) est alors continue en (2,to), donc 'image réciproque ¢~ 1(0O) est un
ouvert, non-vide puisqu’il contient (zp,ty). Par conséquent

m(0)=P[¢(Z,T) € O] =P [(Z,T) € $~(0)] > 0.

puisque (Z,T) a une densité strictement positive sur tout R?. Revenant au cas général, on peut
écrire zp = lim z,, et tg = lim¢t,, avec (z,) et (t,) croissantes et telles que z,, t, sont des points de
continuité pour a et b. Pour tout n, (z,+tn, a(z,)+b(ty,)) est donc dans le support de 7. Comme a et
b sont continues a gauche et comme le support est un fermé, on en déduit que (zo + to, a(z0) + b(to))
est bien dans le support.

Une équation fonctionnelle. Nous avons vu que le support d’un couplage optimal est nécessai-
rement cycliquement monotone : ici, si (g, 1) et (ag, 32) sont dans le support alors

(a1 = B1)* + (ag — B2)? < (a1 — B2)? + (a2 — B1)?
—2a181 — 20282 < —201 82 — 2021
(a2 —a1)(B2 — B1) > 0.

<
= <

e
Par conséquent, si a1 < a9 alors g1 < Bs.

L’argument de monotonie cyclique donné plus haut montre alors que pour tout (z1,t1, 22,t2) :

(Zl +t < 29+ tg) — (a(zl) + b(tl) < a(Zg) + b(tg)).

3. La convergence du troisiéme terme vers 0 est laissée en exercice.
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Comme a et b sont continues & gauche, on en déduit que I'implication est vraie avec une inégalité
large & gauche, et que 'on a donc par symétrie :

(2:1 +t1 =29+ tg) = (a(zl) + b(tl) = a(zg) + b(tg)). (8.1)

Conclusion. Supposons d’abord a(0) = b(0) = 0. Dans ce cas, pour (z1,1%1, 22,t2) = (2,0,0, 2)
on obtient a = b, puis pour (z +t,0, z,t) 1'égalité d’additivité

a(z+t) = a(z) + a(t)

d’ott on déduit classiquement (en utilisant la croissance) que a(z) = b(z) = cz. Dans le cas général
on sait donc qu’il existe ag, bp et ¢ telles que : a(z) = ag + ¢z, b(z) = by + cz. Comme X = a(Z) et
Y =b(T), X et Y sont des fonctions affines de lois normales, et suivent donc toutes deux une loi
normale. En considérant les espérances et les variances, on peut méme montrer que ag = bg = 0 et
c=1,desorteque X =ZetY =T. ]

c. Preuve du TLC.

La preuve utilise deux lemmes que nous démontrerons plus loin. Le premier est trés classique :

Lemme 8.5 (Lemme sous-additif de Fekete). Si la suite (v, )nen de nombres positifs vérifie :
VYm,n, Umin < Um + Un,

alors (vp/n) converge vers inf,en(vp/p).
Le second est un résultat d’uniforme intégrabilité.

Lemme 8.6. Soit (X;)ien une suite de variables i.i.d. centrées et soit Sy, = ﬁ Yo X Si Xy est

de carré intégrable, alors E [S,] = E [X?] et la suite (S2) est uniformément intégrable.

Venons-en maintenant a la preuve du théoréme ; nous procédons par étapes.

Convergence de D le long d’une sous-suite. Soit T, = Son = \/% 21221 X;. Notons Tn une
copie indépendante de T;,. En découpant :

on 2n+1
1 1 1
Topi=— | = Xit —— X,
! \/5 2" ; Z 2" i:;:—&—l Z

d ~
on voit que Ty 41 @ %(Tn +T,), dou

grace a la sous-additivité et le fait que T,, a méme loi que T},. La suite D(T,,) est donc décroissante,
et comme elle est positive elle converge vers une limite [ > 0.
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Identification de la limite. La suite (7},)nen est tendue (car bornée dans L?). On peut donc
trouver une extraction ¢ telle que (T¢(n)) converge en loi vers une limite Z. Comme Ty, est une
sous-suite de Sy, (Tq%(n)) est uniformément intégrable, donc Var(Tj,)) converge vers Var(Z), ce qui
implique que D(Ty(,)) tend vers D(Z) par le théoréme . Par le point précédent, D(Ty,)) tend
vers 1, donc D(Z) = 1. De méme D(Z) = 1. Comme les suites (T5,) et T,, sont indépendantes et de
méme loi, le couple (T, T¢(n)) converge en loi vers (Z, Z ) ol Z est une copie indépendante de Z,

donc (Ty(n) +T é(n)) converge en loi vers Z + Z. Comme les variances convergent également, on peut
passer a la limite dans 1’égalité

1 .
5P Tomy + Tom) = D(Tpmy11)

pour obtenir
1 -
S(D(Z+2) =1,

en réutilisant la propriété de convergence du théoréme 8.4 Comme on a aussi | = +(D(Z) + D(Z)),
on en déduit que D(Z + Z) = D(Z) + D(Z), donc Z (et Z ) suivent une loi normale ; par conséquent
l=D(Z)=0.

Conclusion. On sait maintenant que D(T},) = D(S2n) tend vers 0, il s’agit de montrer que D(.Sy,)
tend vers 0.

Posons v, = nD(S,) = D (>__; X;). La sous-additivité¢ de D montre que v,, est sous-additive,
donc D(Sy,) = v,/n converge vers inf D(S),) par le lemme de Fekete. Comme D(S2n) tend vers 0,
cet borne inférieure est nulle, et D(.S,,) tend bien vers 0.

d. Preuve des lemmes.

Preuve du lemme de Fekete Posons u, = v,/n. Pour cette suite,

(Um + ) < m U + r U
+n m+n m+n

‘v’m, "y,  Um+n <

On remarque d’abord que up4n, < max(up,,u,), ce qui entraine ug, < u, par une récurrence
immeédiate (sur k). Fixons un entier p, et posons n = pg, + 7, la division euclidienne de n par p.
Alors

vy =y e < P T
n DGn T”_pqn+7“n Pan Dan + Tn
p
< Upg, + ————Un,
pa an‘i'an
1
SU +7un
Pl
1
< up+ —ug.

n

Comme ¢, ~ n/p tend vers I'infini on en déduit lim sup,, u, < u,. Ceci étant valable pour tout p,

lim sup u,, < inf u, <liminfw, <limsupu,,
n p n n

donc ces quantités sont égales, et u,, = (v,/n) converge vers inf, u, = inf,(v,/p).

69



Preuve du lemme d’uniforme intégrabilité. Rappelons que S,, = ﬁ >y X, et supposons

sans perte de généralité que E [X%] = 1. En utilisant I'indépendance on a directement :
1
B[s2) = LY E[x?] =1
(2

Pour montrer 'uniforme intégrabilité on utilise un procédé de troncature assez fin.

Lemme 8.7 (Décomposition). Soit X une v.a. centrée réduite et € > 0. Il existe des variables (B, R)
d
telles que X @ B+ Ret:
— B et R sont centrées,

— E [B*] = M(g) < oo et Var(R) < e.

Démonstration. Pour tout K posons X la troncature X = (X AK)V(—K). Comme Xg converge
vers X pour K — oo et est dominée par |X| de carré intégrable, on a par convergence dominée
Var(X — Xg) — 0. Choisissons K tel que cette variance soit inférieure a . En posant B = X —
E[Xk]et R=X — B =X — Xk + E [Xk], on obtient bien la décomposition voulue puisque B est
bornée par 2K. O

Revenons & 'uniforme intégrabilité. Pour tout ¢ on introduit la décomposition X; = B; + R;, et
on majore :

1
E [Salis,>r] = -

[ n n 2
<Z B; + ZRz) Lis,|>r
L =1 =1
2 [(& ’ 2 - ’
< EE (Z Bz’) L, >r| + ;E (Z Ri) lis,>r
i—1 i=1

Dans le premier terme, appliquons l'inégalité de Cauchy-Schwarz ; dans le second, majorons 'indica-
trice par 1 : on reconnait alors la variance d’une somme puisque les R; sont centrées. Par conséquent :

9 n
—E B;
41/2
9 n
< —EK B; 2¢e,
e |(5e)] -

ou l'on a utilisé 'inégalité de Bienaymé-Tchebicheff & la derniére ligne. Pour controler le moment
d’ordre 4 on développe :

47 1/2

E [Si1is,>E]

IN

2 n
P[|Sn| > R]1/2 + EVar (Z Ri)

=1

n 4
E (Z BZ-) = > E|[B;B;BB].
=1

i7j7k7l

Dans cette somme, tous les termes contenant un indice non-répété disparaissent puisque les B; sont
indépendants et centrés. Par conséquent
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E (iB) :ZE[B;*H > E|[B}|E [B}]

i.j#i
— nE [Bi] 4+ n(n — 1)E [B3]?
< 2n’E [B{] = 2n*M (e).

En reportant cette majoration, il vient

2v/2
E [S21)s,>r) < TM(s)l/2 + 2,

Le terme de droite ne dépend pas de n, donc

limsup sup E [S’%lwan] < 2e,
R—oco0 mn

ce qui montre I'uniforme intégrabilité puisque € est arbitraire.

8.2 Convergence pour les chaines de Markov par couplage

a. Le résultat classique

Si (X¢)ten est une chaine de Markov sur un espace d’états E dénombrable, on a le résultat
classique suivant de convergence en loi.

Théoréme 8.8 (Convergence en loi des chaines de Markov). Si la chaine (X¢)ien est irréductible,
apériodique et récurrente positive, alors pour toute lot initiale pg, Xy converge en loi vers la probabilité
mvariante v :
Py, [ Xt = 2] = v(x).
Une des preuves classiques de ce résultat se fait par couplage : on construit un processus (X, Xt)
sur ’espace produit F x F tel que :
1. X; ala loi de la chaine d’origine, partant d’une loi initiale g,

2. X, ala loi de la chaine d’origine, partant d’une loi initiale vy,

3. P [Xt #* Xt] tend vers 0.

On en déduit que la distance en variation totale entre les lois de X; et X; tend vers 0. En prenant la
loi invariante ¥ comme loi initiale pour X, ceci implique que X; converge vers v en variation totale.

b. La chaine M/M /oo

On modélise une file d’attente en temps discret de la fagon suivante :
— Au départ, il y a x¢ personnes en attente.

— A chaque étape de temps, chaque personne en attente lance une piéce : avec probabilité p elle
est servie et sort de la file, avec probabilité ¢ = 1 — p elle reste dans la file; puis. ..

— de nouveaux clients se rajoutent & la file : le nombre de clients suit une loi de Poisson de
paramétre .

Toutes les variables aléatoires sous-jacentes sont supposées indépendantes.
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Remarque 8.1. Chaque client reste dans la file pendant un temps géométrique, indépendamment
des autres clients; tout se passe comme si chaque client était servi par une caisse différente, ou
encore comme s’il y avait une infinité de caisses/serveurs disponibles pour servir les clients.

Les départs se font de maniére Markovienne : la probabilité qu’un client parte entre t et t+ 1 ne
dépend pas du temps qu’il a passé dans le systéme.

Les arrivées se font de maniére Markovienne : on peut imaginer un processus de Poisson a temps
continu sous-jacent.

Ces propriétés expliquent la terminologie barbare « M/M/occ » (départs et arrivées Markovienne
avec une infinité de serveurs).

Théoréme 8.9 (Probabilités de transition). Les probabilités de transition de la chaine M/M /oo
sont données par

kAL

! . A

Py =P [Xy =1|Xo=k] = ; ; P pFTIem AN,
| | ] ;J!(k—ﬂ!(l = J)!

Démonstration. On conditionne par les valeurs de Y, le nombre de personnes qui ne sont pas servies
parmi les k£ présentes a l'instant 0 : si Y = j, il faut donc exactement [ — j arrivées de nouveaux
clients pour avoir X; = [. Y suit la loi binomiale Bin(k, ¢), donc

k
pra =Y P[X1=1Xo=kY =j]P[Y = j|Xo = k]
j=0

ce qui donne ’expression annoncée. O

Théoréme 8.10. La chaine est irréductible apériodique récurrente positive, de probabilité invariante

v = Poi(\/p).

Démonstration. L’irréductibilité est claire, puisqu’on peut méme passer de tout état x a tout état y
en un seul coup. L’apériodicité est également claire puisque 0 méne & lui-méme. Pour vérifier I'inva-
riance il suffit de vérifier la réversibilité, on calcule donc

p A
— oD
v(k)pr = e R
kAL kdl—q —7 4
) A A {
2 = )~ )
j=
= v(l)pk
puisque l'expression & ’avant derniére ligne est symétrique en k et [. O

A ce stade, on sait par le résultat de convergence en loi que la chaine converge vers la loi de
Poisson v, quelle que soit la loi initiale. En construisant explicitement un couplage, nous allons
donner une vitesse de convergence pour la distance de Wasserstein.

Théoréme 8.11 (Convergence exponentielle en distance de Wasserstein). Pour toute loi de départ
o ayant un moment d’ordre 1, pour tout t € N,

W]. (Mt) V) S th]. (MO) V)'
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Démonstration. On va construire, partant d’une loi initiale (Xo, Yp), un couplage (X¢, Y;)ten de deux
copies du processus. L’idée de ce couplage particulier est de choisir autant que possible le méme aléa
pour les deux processus.

Pour cela, donnons-nous une famille (By,,) de variables de Bernoulli indépendantes de paramétre
q, et une famille (A;) de variables de loi de Poisson de paramétre A :

— Ay correspond au nombre d’arrivées au temps t,
— By = 0si le n° client au temps ¢ est servi, 1 sinon.

Soit (Xp, Yp) un couple de variables quelconque & valeurs dans N x N. Définissons par récurrence :

Xy

X1 = Z Bij1 g + Ay,
k=1
Y:

Vi1 = Z Biyi g + At
k=1

On voit aisément que (X;) et (Y}), pris seuls, sont des chaines M/M /oco. Remarquons que 1’on utilise
les mémes variables A;1q pour définir les arrivées dans les deux processus, et, dans la mesure du
possible, les mémes variables pour décider des départs. Ceci se traduit par la disparition de nombreux

termes dans la différence :
max(X¢,Y:)

| Xi11 — Y| = Z Bii1k-
k=min(X¢,Y;)+1

En notant F; la tribu engendrée par les (Bs y, Ag)s<tn, on en déduit
E[| X1 — Y| [ Fe] = q|Xe — Yi| -
d’oti, en reprenant 1’espérance et aprés une récurrence immédiate,
E [|X: — Yil] = ¢'E | Xo — Yol].

Donnons-nous maintenant une loi initiale g admettant un moment d’ordre 1. Soit (Xo, Yp) un
couple réalisant la distance W7y (uo,v). Alors (X, Y;) est un couplage de p; et v (puisque v est

invariante), et
Wi, v) < E[|X; - Yil] < ¢'F [|Xo — Yol = ¢'Wi (o, v).

8.3 Remarques bibliographiques

La preuve du théoréme limite central via la distance de Wasserstein est due & Tanaka [Tan73].
Nous avons globalement repris la présentation de [JS05|, qui mentionne la parenté de la méthode
avec des résultats de Rényi. La preuve de I'uniforme intégrabilité de S? suit [Bro82, Lemme 5.2] On
pourra consulter [CM89| pour une généralisation de ’approche en dimension quelconque, et [JSO5]
pour des généralisations & d’autres distances de Wasserstein et a des convergences vers des lois
stables, ainsi que pour des considérations sur la vitesse de convergence de D(S,,) vers 0.
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Chapitre 9

Equation de Monge-Ampére et transport
de Brenier

9.1 Introduction

L’objectif de cette derniére partie du cours est d’établir des inégalités fonctionnelles fondamen-
tales sur R™, en utilisant le transport optimal comme un outil.

Nous établissons d’abord dans ce chapitre I’équation de Monge-Ampére qui résulte du change-
ment de variable lié au transport de Brenier.

Le chapitre[I0] concerne 'inégalité de Brunn-Minkowski et I'inégalité de Prékopa-Leindler, forme
inverse ou duale de I'inégalité de Holder.

Dans le chapitre [I1] nous démontrons I'inégalité isopérimétrique et les inégalités de Sobolev LP
euclidiennes.

Enfin le chapitre [12] est consacré a la preuve de l'inégalité de Young optimale comme cas parti-
culier de 'inégalité de Brascamp-Lieb. Nous montrons simultanément 1’'inégalité de Brascamp-Lieb
inverse qui généralise 'inégalité de Prékopa-Leindler.

9.2 L’équation de Monge-Ampére dans un cas simple

Rappelons tout d’abord le théoréme de Brenier. On se place dans I'espace euclidien R™ et 1’on

condideére le cotit quadratique ca(z,y) = %\x — 9|2, qui induit le cotit de transport entre mesures :
1 )
75(:“’7 V) =5 |$—y| ﬂ-(d‘rvdy)
2 rell(pv)

Pour des mesures absolument continues, ce cofit est réalisé par un transport déterministe donné par
le gradient d’une fonction convexe :

Théoréme 9.1 (Brenier). Soient p, v deux mesures de probabilité sur R™ équipé de sa norme eucli-
dienne canonique admettant des moments d’ordre 2; si p est absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue alors il existe un unique plan de transport optimal 7 € (u, v).

Ce plan de transport optimal est déterministe : il existe une application de transport T de u sur
v, unique i presque stirement, telle que 7 (dxdy) = p(dz)dp+ () (dy).

Ta(uv) = 5 [ o = 7" @)Pp(do)
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De plus, cette application T™* s’écrit sous la forme T* = V¢, ot ¢ : R — RU{+00} est une fonction
conveze.

Puisque T™ transporte pu sur v, T*#u = v, pour toute fonction borélienne bornée H sur R",

/H@wwz/ﬂwwwww

Supposons que p et v sont des mesures absolument continues par rapport & la mesure de Lebesgue,
de densité respective f et g. L’egalité précédente s’écrit encore

/H(y)g(y)dy = /H(T*(x))f(x)da;.

Faisons pour l'instant les deux hypothéses simplificatrices suivantes :
1. T* = V¢ est bijective de R™ dans R",
2. T* est de classe C; sur R™ (autrement dit ¢ est de classe C2).

Le changement de variable y = T*(z) dans la premiére intégrale donne, pour toute fonction H
mesurable bornée

/MT®MGWM®WMWMM:/MW@MMM,

ou Jp«(x) est la matrice jacobienne de T au point . Par conséquent, on obtient pour presque tout
x € R™,
f(x) = g(T"(x))| det(Jr=(2))].

Puisque T* = V¢ et ¢ est une fonction convexe Jp«(x) est en fait la hessienne de ¢, Hessy¢, une
matrice semi-définie positive. Par conséquent 'application ¢ satisfait I’équation de Monge-Ampére
suivante, pour presque tout x :

f(z) = g(Vo(x)) det(Hessz ¢). (9.1)

Cette équation sera un élément essentiel des preuves des inégalités fonctionnelles présentées dans les
chapitres suivants.

Malheureusement nos hypothéses simplificatrices sont beaucoup trop restrictives, et ne sont en
général pas réalisées. Le théoréme de Brenier indique en effet uniquement que ¢ : R — R U {400}
est une fonction convexe : ceci entraine comme on I'a vu que V¢ est défini presque partout, mais ne
dit rien sur sa bijectivité ni sa régularité. L’objet de la suite de ce chapitre est de montrer que 'on
peut encore donner un sens a ’équation de Monge-Ampére sous ces conditions plus faibles.

Théoréme 9.2. Soit u et v des mesures absolument continues par rapport a la mesure de Lebesque
de densités respectives f et g, et ¢ : R™ — R U {+oo} une fonction conveze telle que v = Vo#pu.
Alors, pour p-presque tout x, ¢ est deux fois différentiable au sens d’Aleksandrov en x et on a
léquation de Monge-Ampére :

f(x) = g(Vo(x)) det(Hess, ¢).

De plus lapplication x — det(Hess,¢) est localement intégrable sur lintérieur de son domaine

Q = int(dom ¢), dom ¢ = {x € R", ¢(z) < +00}.

La preuve de ce théoréme est relativement technique et nécessite des outils d’analyse convexe
et de théorie de la mesure. Ces outils sont présentés dans les trois prochaines sections. La preuve
proprement dite est donnée au paragraphe (cf. Théoréme [9.21)).

75



9.3 Outils d’analyse convexe : transformée de Legendre et dualité
convexe

Définition 9.3 (Transformée de Legendre. ). Soit ¢ : R" — RU {400}, 1) # +oo (dom # (). La
transformée de Legendreﬂ de 1, notée Y* : R — R™ U {+o0} est Uapplication définie pour p € R™
par

Y*(p) = sup {p-x —¥(z)}.

r€ER™

Les deux lemmes suivants rassemblent des résultats usuels autour de la tranformée de Legendre
et du sous-gradient.

Lemme 9.4 (Duale convexe d’une fonction arbitraire). Soit ¢ : R — R U {+oc} telle ¢ # +o0.
On note Q = int(dom1)).

1. La duale convezre ¥* est convexe et s.c.i. Si Y* # 00, on peut définir sa duale Y™ et on a
1/}** S ¢

2. Un point p est dans Oy (x) si et seulement si *(p)+1(z) = x-p. L’ensemble Oy (x) est conveze
fermé.

3. On a Uéquivalence :
p €N (x) <= (z € " (p) et v (x) = Y()).

Démonstration. Notons By.(z) la boule euclidienne de R™ de centre x € R™ et de rayon r > 0.

L. 9" = sup,epn (pr — ¥(2)) = SUPLcdom(y)(PT — ¥(z)) est un supremum de fonctions affines,
donc elle est convexe et s.c.i.

Pour tout x € R”, on a
Y (x) =sup{p-z —v*(p)} = supirylf{p cx—p-y+(x)} <Px).
p p

ou la derniére inégalité s’obtient en choisissant y = x.

2. Par définition, on a

M(z) = {p e R",Vy e R",¢Y(y) > ¢¥(x) + (y — ) - p}
={peR",—¢Y(z) > ¢*(p) — = - p}

0Y(x) est un ensemble de niveau de 'application s.c.i. convexe y — 1¥*(p) — z - p. Cet ensemble
est donc convexe et fermé. Il reste a observer que x-p—1(x) > 1p*(p) signifie que z-p—1(z) =
1*(p) puisque l'inégalité inverse est toujours vraie.

3. En appliquant le point précédent a 1*, on sait que x € 99¥*(p) si et seulement si P**(x) +
¥(p) = x - p. On a donc 'implication de droite a gauche. Réciproquement si p € 9y (z), alors
Y**(x) > pr —Y*(p) = ¥(x), donc il y a bien égalité et x est bien dans 9v¥*(p). O

Si la fonction de départ est convexe, on peut dire beaucoup plus de sa transformée. Dans toute
la suite, pour tout sous-ensemble M de R™ et ¢ : R" — R™ U {400}, on notera

op(M) = | 0v(x).

reM

1. Cette fonction est aussi appelée duale convere ou encore transformée de Fenchel.
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Lemme 9.5 (Duale convexe d’une fonction convexe). Soit 1) : R" — RU{+00} une fonction convexe

telle ¥ # +00. On note Q@ = int(dom ).

1.

La fonction i est lipschitzienne sur tout compact inclus dans Q). En particulier elle est continue
et localement lipschitizienne sur Q.

Si K C Q est compact et non-vide alors 0Y(K) est compact et non-vide. En particulier 0y (x)
est convexe compact et non-vide quand x € §2.

Continuité du sous-gradient : Soit xg un point de différentiabilité de 1. Alors l’application
T = SUDpeay(z) [P — VY (20)| est continue en xq.

. * £ 00 et sa duale Y est bien définie. ) est s.c.i en xg si et seulement YV (x9) = Y (x0).

En particulier, pour tout x € Q, ¥v**(x) = (x) et on a l’équivalence
p € P(z) < x € O (p);

st est s.c.i. ces propriétés sont vraies partout.

5. Pour tout A C Q alors OY(A) C B = A C 0y*(B).

Démonstration. 1. Montrons d’abord que % est localement bornée sur €. Soit x un point de 2

et r assez petit pour avoir B°(x) = [[;]a; — r,x; + r[C . Tout point de cette boule étant
clairement combinaison convexe des 2™ points extrémaux, 1) est majorée sur cette boule par sa
valeur maximale M en ces points extrémaux. Il reste & minorer . Pour y quelconque dans la
boule, le symétrique § = 2z — y de y par rapport a x est encore dans la boule. Par convexité,
Y(z) < 3(¥(y)+1(§)) done ¢(y) > 24(z) — M. La fonction 1 est donc bien localement bornée
sur ); par compacité, elle est donc bornée sur tout compact inclus dans 2.

Soit maintenant K un compact inclus dans €2 et montrons que v est Lipschitzienne sur K.

Montrons d’abord le cas unidimensionnel. Soit K = [a, b] un compact de la droite, inclus dans
I'intervalle €. Pour e suffisamment petit, ac = a — ¢ et b, = b + ¢ sont dans €. Pour tout
y < z dans K, on compare les pentes de 1 sur les trois intervalles [ac, 2], [y, 2] et [y, be] : par

convexité,
Y(z) —vlae) _ 9(2) — () _ ¥(b) —¥(y)

Z—a z—y be —y

9

d’ou Y

[9() — ()| < 2o ]
ou M, borne de [¢)| sur [ac, be], existe par le point précédent.
Revenons au cas général. Quitte & remplacer K par son enveloppe convexe, qui est un convexe
compactﬂ inclus dans QEL on peut supposer que K est convexe compact.
Soit K. le grossissement K. = {z € R",d(z, K) < €}. Cet ensemble est compact, et est inclus
dans Q pour ¢ petit (application = — d(x,)¢) étant soit infinie, soit continue sur le compact
K et donc minorée) ; 1) y est donc majorée par une constante M par le point précédent.
Soit x, y deux points de K. Paramétrons I'unique droite D qui passe par x et y par ¢ +— x; =
x + tv ou v est unitaire. Alors D N K est convexe compact, c’est donc un segment de la forme
[z(a),z(b)], et on a [x(a—¢),z(b+¢€)] C DNK.. Comme ¢ : t — 1p(z(t)) est convexe et bornée
par M sur intervalle [a — €,b + €], la conclusion suit en appliquant le cas unidimensionnel
(notons que M et e ne dépendent pas du choix de la droite D).

2. Pour voir que co(K) est compacte, on peut faire appel au théoréme de Carathéodory, qui affirme que co(K) =
{30 o Aiwi, A € S,20,...,xn € K} ot S est le simplexe {A = (Xo,..., An) € RTT, 57X = 1}. L'ensemble co(K) est
donc bien compact comme image continue de S x K™ par f: (\, zo, ..., Tn) Do it

3. puisque (2 est convexe
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2. Soit K un compact inclus dans €.
Montrons que 09 (K) est borné. Comme précédemment on peut supposer que K est convexe,
et introduire un grossissement K. tel que K C K. C . Par le point précédent on sait que
¥ est Lipschitzienne sur K. pour une certaine constante C. Soit p € 9 (x) un élément de
0Y/(K). Par définition,
Vy € R",9(y) = (x) +ply — ).

Pour y = x + tp, et pour |t| < &, on obtient ¢ [p|> < C |t| |p| puisque z et y sont dans K.. On
en déduit |p| < C : 0y (K) est bien borné.

Montrons maintenant que 91 (K) est fermé. Soit p,, une suite de points de 91 (K) qui converge
vers p, et notons z,, des points de K tels que p, € 9i(x). Quitte & extraire une sous-suite on
peut supposer que x, converge vers un point z € K. Par définition du sous-différentiel on a
pour tout n

Vy € R",¥(y) > Y(zn) + pnly — 70)-

La fonction v étant continue sur K, on peut passer & la limite et obtenir

Yy € R, ¢(y) > (z) +ply — x),

donc p € 0y(x) appartient bien a 9y (K).

Le caractére non-vide sera établi plus bas, dans la premiére étape de la preuve du point 4.

3. Soit zg un point de différentiabilité de . On cherche & montrer que la fonction S : z —
SUPpea(z) [P — Vi (20)] est continue en xg. Soit x;, une suite qui tend vers x : on peut supposer
que x,, est a valeurs dans une petite boule fermée K C 2. L’ensemble 0v(zy,) est compact par
le point précédent donc le sup dans la définition de S(z,) est atteint en un certain p,. Il nous
reste & montrer que p,, tend vers V().

Pour cela écrivons une fois de plus la définition :

Vy € R",¥(y) > Y(zn) + pu(y — o0)-

Comme p,, est a valeurs dans 9¢(K) qui est compact par le point précédent, on peut extraire de
toute sous-suite de (p,,) une sous-sous-suite convergente. La limite p d’une telle sous-sous-suite
vérifie

Yy € R", ¢(y) > 9(x) +ply — )
en passant a la limite dans I'inégalité précédente, donc nécessairement p € 9 (xp). Comme 1
est supposée différentiable en z( cet ensemble est le singleton {09 (zg)}. On en déduit que la
suite p,, d’origine converge vers Vi (xg), ce qu’'on voulait établir.

4. 17 étape. Nous allons d’abord montrer que si ¥ (xg) < 0o et si 9 est s.c.i. en xg, alors P* # oo
et ¥**(xo) = ¥(xp). Au vu du dernier point du lemme il suffit pour cela de montrer que
le sous-différentiel 0y (xp) n’est pas vide.

Rappelons que ’épigraphe de 1) est 'ensemble des points de R™ x R « au dessus du graphe de
1 », c’est-a-~dire :

epi(y) = {(,0) € R" x R, (z) < a}.
Notons F' = epi(¢)) la fermeture de I’épigraphe de 1. Puisque v est convexe, F' est un convexe
fermé de R™ x R. Pour o < 9(xp), I’ensemble fermé F' ne rencontre pas le compact {(xg, )} :
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si ¢’était le cas, il existerait une suite (zy, B;) de points de epi()) tendant vers (zg, «), et par
s.c.i. de 1 en zg on aurait

(o) < liminf P(zy) < lim B = o,

ce qui est exclu.

Posons alors «,, = 1(xg) — 1/n. D’apreés le théoréme de Hahn-Banach, il existe un hyperplan
affine de R™ x R qui sépare F de {(z9, a,)}. Ceci se traduit par U'existence de p, € R", v, € R
et £, > 0 tel que la forme affine (z, ) — (z — x0) - (—pn) + (@ — )y qui s’annule au point
(2o, o), soit supérieure ou égale a &, sur tout I'ensemble F' (un hyperplan séparateur étant
alors donné par I'image réciproque de €, /2 par la forme).

Comme 9(zo) est fini, (zo,1(xo)) est dans I'’épigraphe donc (¢(xo) — ag)yn > € > 0. Par
conséquent v, est strictement positif, et quitte a normaliser p,, et &, on peut supposer 7, = 1.
On obtient alors pour tout z, (v — xg) - (—pn) + (¥(x) — ) > 0, ou encore

Y(z) > an + pa(z — 20).

En termes géométriques, 1) est au dessus du plan de pente p passant par (zg, ). Pour §
assez petit, ¥ est bornée (disons par M) sur B(xg,d). En appliquant l'inégalité précédente a
T =x0+ 5£—Z| il vient |p,| < 2M + %, donc p, est bornée. On en extrait une sous-suite qui
converge, disons vers pg. En passant a la limite le long de la sous-suite on montre que pg est
dans 09 (xg), qui n’est donc pas vide.

Deuxiéme étape. Si 2 n’est pas vide, on peut appliquer la premiére étape en un point z de
Q2 pour montrer que ¥* # oco. Si ) est vide, le domaine de v est un convexe d’intérieur vide.
On peut montrer qu’il est inclus dans un sous-espace affine strict de R™. En raisonnant dans
ce sous-espace, on se rameéne au cas oil § n'est pas vide, ce qui permet d’établir 1)* # co. A ce
point de la démonstration, on sait donc que ¥* # oo dans tous les cas, et que v est minorée
par une fonction affine.

Troisieme étape. On suppose toujours 1 s.c.i. en xg, mais avec 1)(zg) = oo. Comme 1) est
s.c.i elle est identiquement infinie sur un voisinage de xg. En appliquant Hahn-Banach dans

R™ a {xo} et dom1), on obtient I'existence de pg et € tels que pour tout = € dom 1),

po- (x —x9) > €.

Par ailleurs 'étape précédente donne l'existence d’un p; tel que ¥(z) > p; - © + C. Posons
Px = p1 + Apo pour tout A > 0. Pour tout « € dom,

pa(zo — ) +(z) = pr(zo — 2) + Apo(zo — ) + prz + C = p1zo + C + Ae.

Par conséquent

o) s at -0 —pes (o)

> inf w{p)\ “xg —px-T+P(x)}

r€dom

> prxo + C + Ae.

Ceci étant vrai pour un A > 0 arbitraire, Y**(xo) = oo = (o).
Quatrieme étape : réciproque  Supposons ¥**(xzg) = 1(xg). Soit (z,) une suite de points de
R™ telle que lim,, x,, = . Puisque ¢ > ¢¥** et ¢** est une fonction s.c.i. on a

lim inf (i, > liminf §**(2,) > ¥ (o) = (o).
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La fonction v est donc s.c.i. en xg.
Cinquiéme étape : conclusion  Les derniéres propriétés annoncées sont faciles a établir : par
le premier point du lemme, v est continue (et a fortiori s.c.i.) sur €, et il ne reste plus qu’a
appliquer le point 3 du lemme [9.4]

5. Supposons 01(A) C B. Soit z € A. Puisque A C Q, il existe p € 99 (z), pour lequel x € 9y*(p).
Comme 01(A) C B, p est dans B donc x € 90¢*(B).
L]

Pour conclure cette section, montrons le théoréme des accroissements finis annoncé précédem-
ment :

Lemme 9.6. Soit ¢ une fonction conveze, Q Uintérieur du domaine de ¢ et f une fonction C* sur €.
Alors, pour tout z, y dans 2, il existe z € [z,y] et p € 0p(2) tels que :

@+ Ny) = (@+ ) =@+ V) (y—2)

Démonstration. On paramétre le segment [z,y] par [0, 1] en posant o(t) = ¢((1 — t)a + ty), et on
définit de méme f(t) = f((1—t)xz+ty). On suit I'idée habituelle de preuve en introduisant la fonction
auxiliaire

it 6t + F0) ~t |6+ H) - 6+ HO)] -

Dans le cas usuel ot (¢+ f) est dérivable sur ]0, 1[, on lui applique le théoréme de Rolle pour conclure.
Ici f est bien dérivable mais ¢ n’est que continue. On peut toutefois dire que, comme (0) = (1),
1 admet un extremum en un point intérieur tg.

Si ¢’est un minimum, on a pour tout ¢t € [0, 1]

o) + F&) —t[(6+ 1) = &+ DO)] = dlto) + F(to) ~ to [(5+ H(1) — 3+ )]
soit encore
8(t) = 9lto) — (F(1) = F(t0)) + (t —10) [ (6 + P)(1) = (6 + N(0)] -
On en déduit (par la caractérisation locale du sous-gradient) que

—'(to) + (& + 1)(1) = (6 + )(0) € 9d(to).

Si 9)(to) est un maximum, soit po un élément du sous-gradient de ¢(to) (un tel élément existe bien
puisque tg est intérieur). On a alors

Blto) + polt — to) + F(1) = t[(6+ N)(1) = 3+ N(O)] (@) + F®©) ~ ¢ [+ NH() = 6+ [)(0)]

ce qui entraine

polt — to) < —(F(1) = F(to)) + (¢t~ to) |6+ H)(1) = (5+ ))0)].
En prenant successivement les limites a gauche et a droite en ty on obtient que
po=—F(to) + [+ H(1) - 3+ HO)]
Cet élément py appartient donc bien dans tous les cas a 8(;3(750).
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A ce moment de la preuve on a donc obtenu 'existence de t et d’un réel py € 3@?)(750) tel que :

$(y) + f(y) — (d(x) + f(x)) = po+ '(t0)-

Comme f est C', f'(to) = Vf(20) - (y — x) en posant zg = (1 — tg)z + toy. Il reste donc a montrer
que pg s’obtient comme produit scalaire d'un élément de d¢(z9) avec (y — x). Pour cela on remarque
que pg € ¢(tg) signifie que pour tout z dans la droite affine (de R™) passant par x et y,

(Z —20,Y — 33')
ly — |2

(z—20,y—2)
ly—=l?
conservant la majoration par ¥. En d’autres termes il existe ¢ orthogonal & y —x et p = poﬁ +4q

¢(2) = ¢(20) +

Po-

Par le théoréme de Hahn Banach, la forme affine z — po peut étre étendue a tout R™ en

tels que p € 9¢(zp). Alors py s’écrit p - (y — x) pour un p € 9¢p(zp), et I'on conclut

$(y) + f(y) — (¢(x) + f(x)) = po + [ (to)
=+ V() (y—=),

ce qui termine la preuve. O

9.4 OQOutils d’analyse convexe : une généralisation de la Hessienne

La premiére observation est que si ¢ n’est pas deux fois différentiable, elle n’admet pas de
Hessienne au sens classique du terme. Avant de définir la Hessienne généralisée, rappelons tout
d’abord quelques notations.

Le domaine d’une fonction convexe ¢ : R — RU {oo} est I’ensemble des points ot elle est finie.
On notera toujours {2 l'intérieur du domaine de ¢. L’ensemble des points out ¢ est différentiable
est noté Qqig, il est inclus dans Q, et 'on a vu que A(dom(¢) \ Qqig) = 0 : ¢ est presque partout
différentiable sur son domaine.

Le sous-différentiel de f en chaque point x € R™ est défini par

p € 9¢(x)Vy € R", ¢(y) = ¢(z) +p- (y — @),

c’est géométriquement ’ensemble des penteslﬂ telles que ¢ est au-dessus du plan de pente p passant
par (z, §(x)).

Cet ensemble est vide si z ¢ dom¢. La fonction ¢ est différentiable en x si et seulement si
96(x) = {Vo(x)}.

Dans l'introduction du chapitre, nous avions besoin de supposer que V¢ est différentiable.
Nous allons remplacer cette hypothése de différentiabilité par une hypothése de régularité du sous-
différentiel au voisinage de chaque point xg pour lequel Vo (xg) existe.

Définition 9.7 (Hessienne au sens d’Aleksandrov). Soit ¢ une application convere de R™ dans
R U {+o0}, et g un point de Q = int(dom¢). On dit que ¢ est deux fois différentiable au sens
d’Aleksandrov en xzqg si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

Différentiabilité : ¢ est différentiable (au sens classique) en xq,

DL d’ordre 1 pour le sous-gradient : Il existe une matrice symétrique A de taille n telle que :

Ve, 39, |z —wo| <0 = sup |p— Voé(zo) — Alx — x0)| < glz — xo].
pedP(x)

La matrice A sera notée Hess,,¢ et appelée Hessienne de ¢ au sens d’Aleksandrov au point zg.

4. Par plan de pente p passant par (z, ) on entend le plan affine dans R™*!, qui passe par (x, @) et est orthogonal
a (p,—1). Si ¢ est différentiable en x de gradient p = V¢é(z), on retrouve bien sir le plan tangent.
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Exercice 9.1. Montrer que puisque ¢ est une application convexe, Hess,,¢ est semi-définie positive.

L’intérét de cette notion de différentiabilité au sens d’Aleksandrov pour les fonctions convexes
est le résultat suivant.

Théoréme 9.8 (Aleksandrov). Toute fonction conveze ¢ : R — R U {400} est presque partout
deux fois différentiable au sens d’Aleksandrov sur son domaine.

On admet ce résultat qui nous permettra d’établir I’équation de Monge-Ampére presque
partout.

La différentiabilité au sens d’Aleksandrov peut également se traduire par I'existence d’un déve-
loppement limité d’ordre 2.

Proposition 9.9 (DL d’ordre 2 pour une fonction convexe). Si une application conveze ¢ : R™ —
R U {+o0} est deux fois différentiable au sens d’Aleksandrov en un point xg, alors

d(xo + h) = ¢p(xo) + h- V(ap) + % h - Hessg,p(h) + o(|h|?)

quand |h| tend vers 0.

Nous allons établir ce résultat en admettant provisoirement la généralisation suivante du théo-
réme des accroissements finis.

Lemme 9.10. Soit ¢ une fonction convexe, Q Uintérieur du domaine de ¢ et f une fonction C!
sur Q. Alors, pour tout z, y dans Q, il existe z € [z,y] et p € Dy(2) tels que :

@+ Ny =@+ ) =@+ Vi) (y—2)

Preuve de la proposition[9.9 Commencons par nous ramener par transformations affines & un cas
plus simple. Comme xg € €2, ¢ est finie au voisinage de zg. Posons pour h € R"

d(h) = ¢(zo + h) — (o) — V(o) - h.

La fonction qg est convexe, finie dans un voisinage de 0, nulle en 0 et différentiable en 0 de gradient
nul.

On vérifie facilement que d¢(h) = d¢(xg +h) — Vé(zg). Comme ¢ est deux fois différentiable en
xo au sens d’Aleksandrov, pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que si |z — x| < J alors

sup |p— V(zo) — Az — 20)] < el — ol
peIP(z)

Autrement dit, en écrivant x comme xg + h, on a

sup [p— A(h)| <elhl. (9.2)
pE€IP(h)

1; est donc deux fois différentiable en 0 au sens d’Aleksandrov et Hessmf) =A.
On peut donc sans perte de généralité supposer xg = 0, ¢(0) = 0 et V¢(0) = 0. Notons
A = Hess¢ : il s’agit de montrer que ¢(h) — 3 k- A(h) = o(|h|?).

On applique le lemme a la fonction p et & f : z — —%:1: - A(x), entre les points 0 et h. Il
existe donc u € [0, h] et p € Jp(u) tels que

6() = 3 A(R) = (p = A(w) - b
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Soit € > 0. Puisque ¢ est deux fois différentiable au sens d’Aleksandrov en 0, il existe & > 0 tels
que si |u| < § alors pour tout ¢ € dp(u), |¢ — A(u)| < e|ul. Pour |h| < §, on a donc

1
6(h) — Sh-A)| = lp — Aw)) b
< clul bl < <Al
ce qui termine la démonstration de la Proposition [9.9} O

A cet instant, on peut définir pour une fonction ¢ convexe une suite d’ensembles oil ¢ est « de
plus en plus réguliére » : dom(¢) est I'ensemble des points ot ¢ est finie, Q4;¢ 'ensemble des points
ou elle est différentiable, 2] I'ensemble des points ot elle est deux fois différentiable, et enfin X
I'ensemble des points ou sa hessienne Hess ¢ (au sens d’Aleksandrov) est inversible. On a donc la
chaine d’inclusions

X C Qa1 C Qaig C Q = int(dom(¢)) C dom(¢),
On notera avec une étoile les ensembles définis similairement pour la fonction duale ¢*.

Remarque 9.1. Tous les ensembles de Qa1 a dom(¢) sont introduits pour des raisons techniques :
pour ¢ de classe C? ils sont tous confondus, et dans le cas général ils ne différent que par un ensemble
Lebesque-négligeable, par le théoreme d’Aleksandrov.

Le role de X est en revanche bien différent comme le montre l’exemple ci-dessous.

Exemple 9.11. Soit ¢ lapplication de R dans R définie par ¢(x) = 1y502%/2. Déterminer les
différents ensembles, de X a dom(¢p). Déterminer la duale convexe ¢* de ¢. Déterminer 'image par
V¢ de la mesure de Lebesgue sur [—2,2].

Proposition 9.12 (Une CNS d’inversibilité). Soit ¢ : R" — R U {+oo} une fonction convere deux
fois différentiable au sens d’Aleksandrov au point xo. Notons A = Hessy, 1. Alors A est inversible si
et seulement si V* est deux fois différentiable au sens d’Aleksandrov au point po = Vip(zo) ; quand
c’est le cas on a Hessp, ¥* = A=1.
Corollaire 9.13. Soit 1) : R" — R U {oo} une fonction convezxe. Alors

— V4 induit une bijection de X sur X*.

— Vo (Qar\ X) C (dom(¢) \ F)).

Remarque 9.2. La fonction V¢ fonctionne d’une certaine maniére comme un inverse : si la hes-
sienne est définie et inversible, son inverse [’est aussi, mais si elle est définie et dégénérée, son
mverse n’est pas défini.

Preuve de la proposition[9.13, Préliminaire. On commence par se ramener a un cas simple en
posant, comme dans la preuve de la proposition D(h) = P(xo + h) — (x0) — hV(x0). Cette
fonction est nulle en 0 et y est deux fois différentiable au sens d’Aleksandrov, de gradient nul et de
hessienne A. De plus, on vérifie simplement que sa duale est donnée par

Y™ (p) = ¥*(p+po) — (P + po) - To + P(20), p €R",
en posant po = Vi (xg). Puisque pg € 0¢(zo) = {Vi(z0)}, ¥(z0) + ¢¥*(po) = poro donc
P*(0) = ¥*(po) — po - xo + P(xg) = 0.

Quitte a remplacer 1) par ¢ on peut donc supposer zo = 0 et ¥(0) = ¢*(0) = V(0) = 0.
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Sens direct — différentiabilité. Supposons la matrice A inversible, et montrons que * est
deux fois différentiable au sens d’Aleksandrov, de hessienne A~1.

Dans un premier temps, nous devons établir que V*(0) existe et vaut 0, c’est a dire 9¢*(0) =
{0}. L’inclusion de droite a gauche est claire : comme 0 € 2 et 0 € 9¢(0), on a bien 0 € Jy*(0).

Inversement si x € 91*(0), montrons que nécessairemment x = 0. L’ensemble 0¢*(0) est convexe
et contient 0 et z. Par suite pour tout ¢ € [0, 1], tz € 0¢*(0). Comme tz € §2 pour tout ¢ suffisamment
petit, ceci entraine 0 € OY(tz). Soit € > 0. Puisque v vérifie la propriété , en choisissant
y =0 € OY(tr), pour t suffisamment petit, [tx| < §, on obtient

|A(tx)| < eltz|, |A(z)| < e|z]|.

Lorsque € — 0, on obtient A(z) = 0, c’est a dire x = 0 car on a supposé la matrice A inversible.

Sens direct — ordre 2. Soit € > 0. Pour montrer que ¥* est deux fois différentiable au sens
d’Aleksandrov, sachant que V¢*(0) = 0, on applique dans un premier temps la propriété de conti-
nuité du sous-différentiel (point 3 du lemme a ¢* au point 0. Il existe n > 0 tel que si |p| <7 et
x € OY*(p) alors |z| < & (on peut choisir ¢ tel que Bs(0) C ). Soit |p| < n et x € 9Y*(p). Puisque
z €Q,onape d(z) et dapres (9.2), [p — A(z)| < e|z|. On obtient ainsi

o = A7 () < IATHIA(2) = pl < el A7 |2] < ] AT (Ja = A7 ()] + 1A []1)

d’'ou (1 —el[A7Y) [z — A~ (p)| < ]|A7|?|p]. Par conséquent, pour tout |p| < 7,

- el A
sup ‘.’B—A 1(p>’ < 1_— HA_IH‘pL
z€dY* (p) <

et ©* est bien deux fois différentiable au sens d’Aleksandrov en 0, de hessienne A~1.

Réciproque. Nous montrons maintenant que si 1* est deux fois différentiable, alors A est
inversible. Supposons l'inverse. Soit & un point du noyau de A, z, = %x, et p, un élément de
0Y(xy,). Pour n suffisamment grand |z,| < §, par conséquent donne

IPn| = |pn — Mxn)| < €lznl,

ce qui entraine en particulier que p, tend vers 0.

Par hypothése ¢* est différentiable en 0; comme 9¢*(0) 3 0, on a V¢*(0) = 0. Comme * est
deux fois différentiable au sens d’Aleksandrov, il existe une matrice symétrique A’ et 6’ > 0 tels que
si |p| < ¢,

sup [z — A'(p)| <elpl.
z€0Y*(p)

Puisque z,, € 0v*(pn) et p, — 0, on a pour n suffisamment grand,
2| < |zn — A (pn)| + A ()] < (e + 1A Ipal < (e + [[A])elzal,
Comme x,, # 0, on obtient 1 < (¢ + ||A’||)e, ce qui est absurde pour & proche de 0. O

Preuve du corollaire. Le premier point est une réécriture de la proposition : si x € Qa1 \ X, alors
Vi (x) est bien dans dom(¢*), mais ¢* n’est pas deux fois différentiable en Vi (x).
Notons d’abord que si x € X et y € Qqif, alors

Vip(z) = Vi(y) = = =y.

84



En effet, d’aprés la proposition, 1)* est deux fois différentiable en V() et a fortiori différentiable,
donc 9Y*(Vi(z)) est le singleton {x}. Or Vii(y) = Ve (z) implique que y € 9y*(Vi(z)), donc y
est bien égal & .

La fonction V) est donc injective sur X. Toujours d’aprés la proposition, Vi(X) C X*. Réci-
proquement, si p € X*, Vi)*(p) existe et ©** y est deux fois différentiable, de hessienne inversible.
Appelons z ce point : x est nécessairement dans int(dom(y**)) = int(dom(#))). Sur louvert €,
1 = ¥** donc 9 est elleeméme deux fois différentiable en x de hessienne inversible, autrement dit
x € X. Deplussiqg = Vi(z), ¢ € X* par le point précédent, donc z = Vip*(¢q) = Voo*(p) donc p = q.
Autrement dit p = ViVip*(p), ce qui achéve la preuve de surjectivité et la formule d’inversion. [

9.5 Outils de théorie de la mesure

Rappelons quelques résultats standard de théorie de la mesure, issu du Théoréme de Radon-
Nikodym-Lebesgue. Pour plus de détails, nous renvoyons au livre de W. Rudin [Rud87].

Soit v une mesure borélienne positive définie sur un ouvert €2 de R”. Elle se décompose en une
mesure V4. absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue, de densité g, et une mesure
singuliére v, dont le support est de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue A sur R”,

V= Vs + Vsing-

On dit que v est o-finie si R™ s’écrit comme une union dénombrable d’ensemble de r-mesure
finie; c’est en particulier le cas si v est localement finie (c’est-a-dire finie sur les compacts).

Pour une mesure v absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue, la densité de
Radon-Nikodym notée souvent dv/d\ peut se construire a partir du rapport des mesures de petits
ensembles autour de x. Avant d’énoncer un résultat précis, donnons deux définitions. Dans toute la
suite, By (x) désigne la boule euclidienne centrée en x et de rayon r ; son volume usuel A(B,(z)) sera
aussi noté |B,(z)| = |B,|.

Définition 9.14 (Convergence propre). Une famille de boréliens (M, (x)),~o converge proprement
vers {x} si M,(z) C Bp(y(x) avec lim, o R(r) = 0, et si il existe C,0 > 0 telle que tout 0 <1 < 6,
| M, (2)|/|Brer ()| 2 C.

Définition 9.15 (Différentiation de Lebesgue, point de Lebesgue). Si le rapport v(By(z))/|Br(x)|
converge quand r tend vers 0, on dit que v est différentiable par rapport & A en x, ou que x est un
point de Lebesque pour v, et on note Dv(x) la limite du rapport.

Théoréme 9.16. Soit v une mesure localement finie, de décomposition de Radon-Nikodym v =
[ A+ Vsing. Alors pour X presque tout x, v est différentiable par rapport a X en x, c’est a dire

iy VBe(@)

f@) = D) = I )

A-presque partout. (9.3)
La derniére égalité reste vraie si on remplace B.(x) par une famille M,(z) qui converge proprement
vers {x}. De plus on a pour vsing-presque tout x

o V(Br(@)

2B @)

Dans le théoréme usuel de changement de variable dans une intégrale, le terme jacobien s’inter-

préte comme rapport entre le volume d’une boule et de son image par une application linéaire. La
méme idée est traduite dans notre cadre par la proposition suivante.
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Proposition 9.17. Soit 1 : R™ — R U {400} une fonction convexe deux fois différentiable au sens
d’Aleksandrov au point xo. Notons A = Hessg 1, alors

o [0 (B (@0))

= det A.
r=0 | By(z0)|

Par ailleurs si A est inversible, 0Y/(By(xo)) converge proprement vers {Vi(zg)}.

Démonstration. Comme dans la démonstration de la proposition 9.9 on se rameéne par translation
au cas ou ¥ est deux fois différentiable au sens d’Aleksandrov en xy = 0 avec Vi (0) = 0. Notons
B, = B,(0) et AB, son image par A (c’est un ellipsoide).

Supposons dans un premier temps que A est inversible. Etant donné £ > 0, d’aprés , il existe
9 > 0 tel que pour tout 0 < r < 4, x € By, et p € 0Y(x),

|z — A7 (p)| < [[ATHI[A(2) — p| < el A7H][|]
et donc
[z — A7 (p)| < (1 +el|AH])]=]

Par conséquent, pour tout p € 9y (z), p = A(A"(p)) € A((1+¢||A7Y)B,) = (1 +¢||[A7L|)AB,. On
a donc pour r suffisamment petit

0v(B,) C (1+¢||A~)AB,. (9.4)

Par ailleurs, d’aprés la Proposition puisque A est inversible, ¢* est deux fois inversible au sens
d’Aleksandrov. Plus précisément il existe ¢’ > 0 tel que pour tout |[p| < ¢ et pour tout z € 9v*(p),

o = AT ) <elpl, 2] <elp| + AT )| < (A + 1A (p)].

Choisissons 0 < 7 < ¢'/||A]]. Si p € AB,, alors p = Az, z € B, et |p| < ¢’ donc si z € 9Y*(p), alors
[z| < (]| Al + 1)[z] < (]| Al] + 1)7. Par conséquent, on a 9v*(AB,) C (¢||Al| + 1) B, = Ba|+1)r €t
par suite d’aprés le point 5 du Lemme AB, C 8¢(B(g||/\||+1)r) (car pour r suffisamment petit
Boaf+1)r C ). Par linéarité, on obtient pour r suffisamment petit,

1

Les inclusions (9.4)) et (9.5) induisent les inégalités suivantes

1L AB| _ [0u(B,)
CIAT+ D7 1B, = 1B,

AB,|

< (LA )

Par ailleurs, on a
|AB,| :/IABT(p)dp:/IBT(A1(p))dp: /IBT(a:) det(A)dz = det(A)|By|.

Ainsi puisque lim._,o(e||A]| + 1)" = lime—0(1 + ]| A7L]))™ = 1, I'inégalité précédente établit que

_[0Y(Br)|

Linclusion (9.4) implique que 8y(B,) C Bg( avec R(r) = (1 +el|[A7H])[|A]lr, et par ailleurs
00(B)| _ " |09(By)| det(A)

1Breyl — R |Bel 7 (el Al+ DM@+ el A A
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ce qui montre que d¢(B,) converge proprement vers {0}.

On suppose maintenant que A n’est pas inversible, il reste & montrer que

|0¢(B,)]

lim —————

— 0= det(A).
lim =g 0= det(d)

On sait qu'il existe 6 > 0 tel que pour 0 < r < §, si |z| < r alors pour tout y € 9y (x),
ly — A(z)| < x|, y € AB, +¢B,.

Par conséquent on a 0¢(B,) C AB, + ¢B,. Comme A est symétrique réelle on peut la diagonaliser

dans une base orthonormée (e, ..., €,) de vecteurs propres, associés aux valeurs propres (Aq, ..., Ap).
La boule euclidienne B, est incluse dans la boule de rayon r pour la norme infinie dans le systéme

de coordonnées relatif a la base (e1, ..., e,) : notons B\ cette boule. Le choix de la base assure que

AB; = {z,|(z,e&)| < Nir},
donc
AB, +¢eB. C {z,|(z,e;)| < (N\i +¢e)r}.

L’ensemble de droite est un pavé, donc
n
0y(B,)| < |AB; +eBy| <" H()‘i +¢).
i=1

En divisant par le volume de la boule euclidienne | B,| = C,r", et en prenant la limite en 7 on obtient

. 0v(B,)| _ 1 T
limsup ———+ < —
7‘—>Op ’Br’ o Cn -

(2

()\i +6).
1

Quand ¢ tend vers 0, le terme de droite tend vers C%L det(A), qui est nul puisque A n’est pas inversible,
ce qui conclut la preuve. O

9.6 Equation de Monge-Ampére, formules de changement de va-
riables

Soit 4 une mesure de densité f par rapport a la mesure de Lebesgue et ¢ une fonction convexe. On

s’'intéresse & la mesure image de u par 'application V¢ définie presque partout sur €, v = Vo#u :

pour que ceci ait un sens on suppose donc que p est portée par (2. Comme V¢ n’est définie que sur
Qqife, on a par définition, pour tout borélien M,

Vo (M) = {z € Qaix, Vé(z) € M}
= {z € Qqig, Jy € M,Vo(z) =y}
={x € Qair, Jy € M,z € 0¢*(y)}
= 0¢™ (M),

oul avant derniére équation provient du point 4 du lemme Par conséquent, pour tout borélien,

v(M) = (96" (M)). (0.6)

Nous allons établir I’équation de Monge-Ampére en plusieurs étapes. Le premier résultat montre
que I’équation a lieu pour certains points de ’ensemble de départ.
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Proposition 9.18. Soit u une mesure absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue de
densité f. Soit ¢ : R™ — R U {400} une fonction conveze et v la mesure image v = Vo#u. On
suppose que v est localement finie.

Sixz € X est un point de Lebesque pour f, alors v est Lebesgue-différentiable en Vo (z) et on a

_ o (B (Vo) f(=)
Du(Ve(z) = il—r}(l) | B, |  det(Hess; ¢)

Démonstration. Soit x un point de X qui est aussi un point de Lebesgue pour f; on pose y = V().
Comme v est localement finie, on a d’aprés , pour tout r > 0,

v(Br(y) _ n(0¢"(Br(y))) 06" (Br(y))]
| B, | |0¢*(Br(y))] Bl

Nous allons passer a la limite dans cette égalité lorsque  — 0. Pour le premier quotient du membre
de droite, on applique la proposition [9.17] & la fonction ¢* qui, d’aprés la condition d’inversibilité de
la Proposition est deux fois différentiable au sens d’Aleksandrov au point y = V¢(x) puisque
x € X. On obtient

i 100" (B (V6(2))))
P 106" (B (Vo))

Pour le second quotient, 0¢*(B,(V¢(x))) converge proprement vers {V¢*(Vo(x))} = {z}, et comme
x est un point de Lebesgue pour f,

. 00" (B-(Vo(x)))|
Ly B, ] = f(@).

1
~ det(Hess, ¢)

= det (Hessyg(y) ¢*) = det(Hess, ' ¢)

On obtient donc
i BV (@)
r—0 | B, |  det(Hessz¢)’

ce qui établit la Lebesgue-différentiabilité de v par rapport & A en Vo(z). ]

La deuxiéme étape établit que I’application = — det(Hess,¢) est localement intégrable sur €.
La preuve de ce lemme s’appuie sur la Proposition [9.1§

Lemme 9.19. Soit ¢ : R" — R U {+00} une fonction convere alors la mesure w = VP*#A (ou A
désigne la mesure de Lebesgue sur R™) est une mesure localement finie sur 2 = int(dom(¢)) dont la
partie absolument continue wq. admet pour densité : pour presque tout x € )

Dw(z) = det(Hess, ).

Par suite lapplication x — det(Hessz¢) est localement intégrable sur Q. Par ailleurs, tous les points
de X sont des points de Lebesgue pour w.

Démonstration. D’aprés , pour tout borélien M dans R™,
w(M) = 04" (M)).
Si de plus M C Q = int(dom ¢) alors puisque ¢(z) = ¢**(z) pour z € Q (cf. 4. Lemme [9.5)),

w(M) = A9p(M)).
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Lorsque M est compact, d¢p(M) est compact (cf. 2. Lemme donc A(0¢(M)) < +00, ce qui fait
de la mesure w une mesure localement finie sur €.

Soit y € X* tel que Vo*(y) € . Puisque tout point de R™ est un point de Lebesgue pour la
mesure de Lebesgue A\, d’aprés la proposition [9.18

1 = Dw(V¢*(y)) det(Hess,¢*).

Choisissons x € X et y = V¢(x). D’apres le Corollaire a y est un élément de X* et d’aprés
la Proposition det(Hess,¢*) = [det(Hess,¢)]'. Par conséquent, on a

Dw(z) = det(Hess, ).

En particulier, z est un point de Lebesgue pour w. Il reste & montrer que wq (2 \ X) = 0. Puisque
d’aprés le Théoréme d’Aleksandrov

Wae(2\ X) = wWae(Qa1 \ X) <w(Qa;\ X).
D’aprés ce qui précéde,
w(Qar\ X) = A00(Qar \ X)) = AV (Qa \ X).
D’apres le Corollaire et le Théoréme d’Aleksandrov, on a
A(Ve(Qa\ X)) < Adom(¢7) \ 24) = 0,
et par conséquent we(€2\ X). Ceci termine la démonstration. O

Nous allons pouvoir maintenant établir le résultat principal de ce chapitre, I’équation de Monge-
Ampére annoncée dans le Théoréme Cette équation n’est rien d’autre qu’une formule de chan-
gement de variables. Avant cela, nous allons établir une autre formule de changement de variables,
qui sera trés utile dans les chapitres suivants. Par ailleurs, le résultat qui suit compléte en un certain
sens le Lemme que nous venons de montrer.

Lemme 9.20. Soit ¢ : R™ — RU{+o00} une fonction conveze et j145 la mesure de densité (localement
intégrable)
fs(x) = det(Hess, ¢)Io(z), x € R",

ot © = int(dom ¢). Alors on a
Vo#tug = A\wg(x)

ol N\jvg(x) est la mesure de Lebesque restreinte a Vo (X).

Ce lemme donne le changement de variable suivant : pour toute fonction G : R — R mesurable
bornée,

/Gd)\|v¢(x) :/V¢>(X) G(y) dy:/QG(VgZ)(x))det(Hessxqb) dx. (9.7)

Démonstration. Appliquons la Proposition [9.1§ a la mesure 1 = pg de densité
fs(x) = det(Hess,¢)In(x), z e R"™

D’aprés le Lemme [9.19] cette densité est bien localement intégrable sur €2 et tout point de X est un
point de Lebesgue pour .
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Notons v = V@#14. D’apres et par définition de g

v(Vo(X)) = v(0¢(X)) = g(0¢"(0¢(X))) = ng(VO* (VH(X))) = pg(X) = pp(R").

La mesure v est donc portée par Vo (X).
Soit K C Q* un compact. Alors

V(K) = v(K N V(X)) = (06" (K 1 Vo(X))) < iy (06" (KN V(X)) ) -

Puisque K NV¢(X) C K C Q*, Pensemble K N V¢(X) est un compact de Q*. Par suite d’aprés le
point 2. du Lemme I’ensemble 0¢* (K N V¢(X)) est compact et

o (90" (K NV6(X)) ) < oo

Par conséquent, v est une mesure localement finie sur Q*.
D’aprés la Proposition pour tout z € X, V¢(x) est un point de Lebesgue pour v et

det(Hess,¢)Io(z) = fo(z) = Dv(Vé(x)) det(Hess,¢).

Par conséquent 1 = Dv(V¢(z)) pour tout € X. La mesure v est donc la mesure de Lebesgue sur

Vo(X). O

Nous allons maintenant établir ’équation de Monge-Ampére énoncée dans la version plus com-
plete suivante du Théoréme [9.2]

Théoréme 9.21. Soient p et v deux probabilités sur R™ absolument continues par rapport a la
mesure de Lebesque de densité respectives f et g. Soit ¢ : R™ — R U {+o0} une fonction conveze
telle que Vo#pu =v (Vo est le transport de Brenier de p sur v). Alors les propriétés suivantes sont
vérifiées.

— La mesure u est portée par l’ensemble X des points x tels que Hess ¢ existe au sens d’Alek-

sandrov et est inversible.
— La mesure v est portée par 0p(X) = Vo(X).
— L’application V@* est le transport de Brenier de v sur pu, VO*#v = u

— L’équation de Monge-Ampére suivante est vérifiée, pour presque tout x dans dom(¢) ou pour
u-presque tout x dans R™,

f(x) = g(Vo(x)) det(Hessz ¢),

et application © — det(Hess,¢) est localement intégrable sur .

Sous les hypothéses du théoréme, on a donc : pour toute fonction H mesurable bornée sur R,

/H(y) dy—/Hdu—/ Hdz/—/Hqu
V(X
/ H(Vo(x))f(z)dr = /H(V(l)(x))g(V(ﬁ(x)) det(Hess,¢)dx
Démonstration du Théorémel9.21l Supposons maintenant que p et v sont deux mesures de densités

respectives f et g par rapport a la mesure de Lebesgue et ¢
Puisque p << A, d’aprés le Théoréeme d’Aleksandrov,

p(\ Qa) = A2\ Qq) = 0.
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Par ailleurs d’apreés le Corollaire [9.13]

9921\ X) C dom(¢") \ .
et par conséquent, d’aprés le point 5. du Lemme (9.5

Qa \ X C 9¢*(dom (™) \ Q%;)-
Par suite, d’aprés , on obtient

p(Qar \ X) < p (997 (07 \ X)) = w(Q7\ 24y).

Puisque p << A, d’aprés le Théoréeme d’Aleksandrov,

(7 \ Q) = A7\ @) = 0.
On obtient ainsi p(Q24; \ X) = 0 et par conséquent

p(R™\ X) =0,

La mesure p est donc portée par 'ensemble X.
D’apreés la Proposition [0.18] I’équation de Monge-Ampére

f(z) = g(Vo(x)) det(Hess ),

est satisfaite pour presque tout = dans dom(¢) ou pour u presque tout x dans R”™.
Par ailleurs, puisque

v(Vo(X)) = u(Ve*(Ve(X))) = u(X) = u(R"),

la mesure v est portée par Vo(X) = 0¢p(X) = (V¢*)~L(X) C Q*. Par suite pour tout sous-ensemble
mesurable M C R™ mesurable,

Vo #v(M) =v

ou la 4-éme égalité est une conséquence du fait que Vo#u = v et de . L’application V¢*
transporte donc v sur pu, Vo*#v = p. 0

9.7 Remarques bibliographiques

Les preuves présentées dans ce chapitre de 1’équation de Monge-Ampére dans le Théoréme [9.21
ainsi que celles des résultats annexes ou préliminaires des Propositions [0.12] et et des Lemmes

et sont celles de R. J. McCann [McC97].
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Chapitre 10

Inégalités de Brunn-Minkowski et de
Prékopa-Leindler

L’objectif de ce paragraphe est de démontrer une inégalité géométrique classique sur les en-
sembles, I'inégalité de Brunn-Minkowski, et une inégalité fonctionnelle I'inégalité de Prékopa-Leindler.
Ces deux inégalités seront démontrées en utilisant le transport de Brenier. L’inégalité de Prékopa-
Leindler peut étre interprétée comme une version fonctionnelle plus générale de 'inégalité de Brunn-
Minkovski.

10.1 Inégalité de Brunn-Minkovski

Etant donné deux sous-ensembles A et B de R", on note A + B la somme de ces ensembles

définie par
A+ B={a+bacAbec B}.

L’inégalité de Brunn-Minkovsky est une inégalité optimale qui compare le volume euclidien de la
somme A + B a celle de A et B lorsque ces ensembles sont mesurables.

Si B est ’ensemble vide alors ’ensemble A + B est vide. Cependant dés que les deux ensembles
A et B ne sont pas vide il est clair que |4 + B| > |A + {b}| = |A| pour b € B, ainsi |A + B| >
max(|A|, |B|). Imaginons que B contienne deux points éloignés I'un de l'autre, on voit simplement
sur un dessin, que A+ B peut étre un ensemble beaucoup plus gros que A, son volume peut doubler.

L’inégalité de Brunn-Minkowski donne une minoration optimale du volume de A+ B en fonction
de ceux de A et B.

Théoréme 10.1. (Inégalité de Brunn-Minkowski) Soient A et B des sous-ensembles mesurables
non vides de R™, alors

|A+ B|Y™ > |A]Y™ | BV,

Cette inégalité admet une formulation multiplicative équivalente. Pour s € R et A C R™, notons
sA = {sa,a € A}. Soit t € [0,1], par homogénéité, en remplacant A par (1 —t)A et B par tB, on
obtient

|(1—t)A+tB|Y™ > (1 —t)|A|Y™ 4+ t|B|/"™.

En utilisant 'inégalité arithmético-géométrique (1 — t)u + tv > ul~v! (conséquence de la concavité
de la fonction logarithme), on obtient la formulation suivante de l'inégalité de Brunn-Minkowski,
pour tout ¢ € [0,1]

(1 —t)A+tB| > A" B (10.1)
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‘A,|1/n

et t = |A/‘1/n+|BI‘1/n'

.o, . . . . /
Pour retrouver la forme additive, il suffit de choisir A = Mfﬁ, B = | B’|1 TR

Démontration du Théoréeme[10.1. On suppose que A et B sont des ensembles compacts. D’aprés ce
qui précede, il suffit de démontrer I'inégalité (10.1) lorsque |A| = |B| =1, c’est a dire

(1—t)A+tB|>1, tel0,1]

‘Alll/n? |B/|1/n |A/‘l/n+|B/|1/n'
Soient Ag et Ap les mesures de Lebesgue restreintes aux ensembles A et B. Ces mesures sont
des probabilités. Soit V¢ 'application de transport de Brenier telle que Vo#A4 = Ap. Considérons

I'application convexe ¢; : R” — R U {400} definie par

L’inégalité de Brunn-Minkowski se retrouve en choisissant A =

jz?

de(x) = (1 —t)— 5 + tp(x), x e R™, t € [0,1].

Cette application a méme domaine que ¢, on note £ = int(dom ¢) = int(dom ¢). Notons respecti-
vement X et X; 'ensemble des points x ot Hess,¢ et respectivement Hess,¢; est inversible. Il est
clair que X C X; car pour presque tout x € 2,

Hessy¢p = (1 — t)1 + t Hess, ¢,
et Hess,¢ est une matrice positive. Pour tout z € AN X, puisque Vo(x) € B et
Vou(z) = (1t + tVo(a),

on obtient
Vo (ANX)C (1—t)A+tB.

Par conséquent d’aprés le Lemme et plus particuliérement (9.7)),
(=044 tB > [ 1o @)y
= / 1vg,(anx)(y)dy
Vi (Xt)
:/Q1V¢t(AﬂX)(v¢t(x))det(Hessm¢t)dx
= / 14(z)det((1 —t)I + t Hessyp)dx
X

La suite de la démonstration s’appuie sur la propriété de log-concavité du déterminant sur
I’ensemble des matrices symétriques positives. Dans le lemme qui suit nous donnons deux inégalités
qui résultent de cette propriété de log-concavité. La seconde sera utile dans le chapitre suivant.

Lemme 10.2. (Log-concavité du déterminant) Soit A, Ao, A1 des matrices symétriques positives sur
R™ et t € ]0,1].

1. det((1 —t)I +tA) > (det A)".

2. det((1 —t)Ag + tA1) > (det Ag)* " (det A;)".
Tr A
—.

3. (det A)Y/™ <
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Ce lemme se démontre en diagonalisant la matrice symétrique A dans une base orthogonale. Le
déterminant s’écrit alors simplement en fonction des valeurs propres. Le résultat découle ensuite de
la propriété de concavité de la fonction logarithme.

En appliquant le premier point de ce lemme au résultat précédent on obtient

(1= t)A+1tB| > /X 14(2) [det (Hess, 8)]' da.

D’apreés le Théoréme [9.21], puisque Vo#H A4 = Ap, la mesure A4 est portée par X, la mesure Ag est
portée par Vo(X) et I’équation de Monge-Ampére indique que pour presque tout x € AN X,

1 = det(Hess,¢).

On obtient ainsi le résultat attendu,

(1—t)A+tB| > /X 14(z)da = 1.

10.2 Inégalité de Prékopa-Leindler

L’inégalité de Prékopa-Leindler est une forme inverse de I'inégalité de Holder écrite sous la forme
suivante : si f et g sont des fonctions intégrables positives sur R™ alors pour tout t € [0, 1],

[ @)@ < < / f(:c)d:v)l_t ( / g(@d:n)t.

L’inégalité de Prékopa-Leindler majore le membre de droite par I'intégrale d’une fonction qui peut
étre choisie de facon “optimale”.

Théoréme 10.3. (Inégalité de Prékopa-Leindler) Soient f, g et h des fonctions positives intégrables
sur R™ telles que pour tout x,y € R",

f@)rg(y) < h((1—t)z + ty),

</f(9?)d9€>lt (/g(y)dy)t < /h(z)dz.

— Etant données f et g, la meilleure fonction A qu’on puisse choisir est

hz)=  sup  f@)g(y)".
z,y: z=(1—t)x+ty

alors,

Remarques :

— FEtant donnés deux sous-ensembles mesurables A et B, appliquons ce résultat aux fonctions
f =14, g=1p et h = 1(1_44,p- Par définition de 'ensemble (1 —¢)A + B, 'hypothése

Ta(z) " Ip(y)" < Ta_gpapes((1 =tz +ty),
est bien satisfaite. L’inégalité de Prékopa-Leindler donne alors

|A|"BI" < |(1 —t)A+tB.
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Cette inégalité est la forme multiplicative de 'inégalité de Brunn-Minkowski. Ainsi I'inégalité
de Prékopa-Leindler est une inégalité fonctionnelle plus générale que l'inégalité de Brunn-
Minkowski.

En fait, I'inégalité de Prékopa-Leindler en dimension n se déduit de l'inégalité de Brunn-
Minkowski en dimension n+1 en considérant les ensembles A = {(z,t) € R"xR,0 < ¢ < f(z)},
B={(y,u) e R" xR,0<u<g(y)} et C={(z,v) e R" xR,0 <v < h(z)} (exercice).

Démonstration du Théoréeme[I0.3 Par convergence monotone, on peut se ramener & des fonctions
a support borné (en considérant par exemple les fonctions f, = fIp,, g» = gIp, et h, = hlp,).
Par homogénéité, on peut supposer que [ f = [ g = 1. Il suffit donc de démontrer que [ h > 1 sous
I’hypothése du théoréme.

Soit p et v les probabilités de densités respectives f et g (elles admettent un moment d’ordre
2 car sont a support borné). Soit V¢ 'application de transport de Brenier telle que Vo#u = v.
Comme dans la preuve de I'inégalité de Brunn-Minkowski, nous considérons la mesure p; définie par

Ht = V(ZSt#,LL, te [07 1])

ou pour presque tout z € Q = int(dom ¢),
Vou() = (1 - )z + tV4(z).

Les ensembles X ou X; sont définis comme dans la preuve de 'inégalité de Brunn-Minkowski. D’aprés

le Lemme et plus particuliérement (9.7)),
/h(a:)d:z: > / h(y) dy = / h(V¢(x)) det(Hessz s )d.
Vi (Xt) Q

Par hypothése, pour tout z € Q
h(Véi(x)) = h((1 = t)z + tVe(x) > f(2)' " g(Vo()),
et d’apres le Lemme [T0.
det(Hess,¢;) = det((1 — t)I + tHess,¢) > [det(Hess,¢)]",

par conséquent on obtient

/ h(z)dz > /Q F@)t [g(Vo()) det(Hesse )] da.

Puisque p et v sont absolument continues, d’aprés le Théoréme [9.21] 1'équation de Monge-Ampére
suivante est satisfaite pour presque tout z € §,

f(z) = g(Vo(x)) det(Hess,¢).

On en déduit que

/ h(z)de > / Fo)de = 1.

95



Chapitre 11

Inégalité isopérimétrique et inégalités de
Sobolev sur R".

L’inégalité isopérimétrique sur R™ indique que parmi les ensembles compacts de volume donné,
ceux dont la mesure de surface est minimale sont les boules euclidiennes.

Nous verrons que ce résultat est aussi la conséquence d’une inégalité de Sobolev optimale sur
R™. De maniére générale, étant donné p > 1, une inégalité de Sobolev donne 'exposant critique p*
pour lequel I'espace de Sobolev W1P(R") = {f € LP(R"),Vf € LP(R")} est inclus dans LP" (R").

11.1 Inégalité isopérimétrique sur R".

Résoudre un principe isopérimétrique dans un espace donné consiste & trouver les ensembles
compacts qui minimisent leur surface a volume fixé. Sur I'espace euclidien, étant donné un sous-
ensemble A C R™, la mesure de surface naturelle du bord A = A \ int(A), notée |DA|, est définie
par
|A+eB;| — |4

€

|0A| = lim inf
e—0
Observons que pour tut a > 0, [0(ad)| = o™ 1|0A]. Soit V > 0 un volume fixé et a tel que

V = «o"|Bj|. Par homogénéité,

(n—1)/n
inf [0A] = inf DAl = inf  |9(aA")| = (’Bl‘> inf 04|
AAl=V A|A/al=|Bi| AL AT |=|Bi | 14 AL A= B

Par conséquent, pour résoudre le probléme isopérimétrique, il suffit de déterminer les ensembles A’
de méme volume que la boule euclidienne By dont la surface est minimale.

Dans 'espace euclidien, les boules euclidiennes sont les ensembles de mesure de surface minimale.
Ce résultat est une conséquence directe de I'inégalité de Brunn-Minkowski.

Théoréme 11.1. (Inégalité isopérimétrique euclidienne) Pour tout sous-ensemble mesurable A tel
que |A| = |By|, on a

|0A[ > 0B, (11.1)
ou encore, de facon équivalente, pour tout sous-ensemble A compact,

0A| > n|By /" A0/,
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Démonstration. L’équivalence entre les deux énoncés du théoréme est une conséquence des proprié-
tés d’homogénéité pour les mesures de volume et de surface et du fait que |0B1| = n|Bji| (puisque
By +eB; = (1 + 6)31).

Soit A un sous-ensemble tel que |A| = |By|. Alors d’apres 'inégalité de Brunn-Minkowski,

n
|A+eBy| = (JA1Y" + [ By['/")
= (1+9)"Bi]
= [(1 +&)Bi]
= ‘Bl + €Bl|

Puisque |A| = |Bi], l'inégalité isopérimétrique (11.1) découle ensuite de la définition de |0A| et
|0B]. O

Dans le paragraphe suivant, nous allons établir une inégalité fonctionnelle appelée inégalité de
Sobolev L! qui redonne l'inégalité isopérimétrique.

11.2 Inégalités de Sobolev
Pour p > 1, 'espace de Sobolev W!P(R") est I’ensemble des fonctions f dans LP(R™), différen-
tiables et telles que V f € LP(R™). Pour p € [1,n), définissons

._mp
n—p

1
On a p* > p. Notons | f[l, = (f [£)"/".
Les inégalités de Sobolev que nous établissons dans ce paragraphe donnent l'existence d’une
constante Sy, (p) > 0 telle que pour tout f € W5HP(R™),

[fllpr < Sn@IIVSp,

Par conséquent on a WHP(R?) € LP" (R™). L'objectif de ce paragraphe est d’établir ces inégalités de
Sobolev avec la constante optimale notée S, (p).

a. Inégalité de Sobolev L!
Pour p =1, p* = =5 et I'inégalité de Sobolev L' optimale est la suivante.

Théoréme 11.2. (Inégalité de Sobolev L*) Pour toute fonction f dans WHH(R™),

1

——— ||V f]l1.
n‘Bl‘l/nH f”l

1 £lln/(n=1) <

Soit A un sous-ensemble compact dont la mesure de Lebesgue du bord A(OA) est nulle. Appli-
quons ce résultat a la famille de fonctions lipschitziennes f.,e > 0 définies par
d(z, A
fe(z) = {1 - (x)] ,  z€R",
+

€
ot [h]+ = max(0, h) et d(z, A) = minyc4 |y —z|. D’aprés le Théoréme de Rademacher, f. est presque

partout différentiable. Pour presque tout x, on a

IA i (:C)
c\int(A)

V < —F
IV fe(2)] < c
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Par conséquent, pour tout € > 0,

1] - 1 |A: \ int(A)] _ 1 |A+eBq| — |4
elln/(n=1) = n|By |/ c n|By|t/n e :

Pour tout z € R"™, on a lim._,o f-(x) = 14(x). Ainsi par passage a la limite lorsque ¢ tend vers 0, le
théoréme de Lesbegue donne

P -

n |B1 |1/n

Cette inégalité est exactement 'inégalité isopérimétrique optimale sur R”. Ceci montre par ailleurs

I'optimalité de la constante dans I'inégalité de Sobolev L, S, (1)

[0A],

-1
TL|Bl‘1/n °

Démonstration du Théoréme[I1.2 Par des arguments de densité, il suffit de démontrer le résultat
pour des fonctions de classe C? & support compact. Puisque presque surement |V f| = |V|f|| on peut
considérer uniquement des fonctions mesurables positives. Par homogénéité, on peut se restreindre
au cas ot [ f/("=1 = 1.

Soit y la probabilité de densité f™ (=1 et v la loi uniforme sur By de densité Ip,/|Bi|. Soit
V¢ le transport de Brenier de p sur v, Vo#u = v. Pour p-presque tout x, Vo(z) € B donc
|IVo(z)] < 1. D’aprés le Théoréme I’équation de Monge-Ampére suivante est satisfaite pour
—p-presque tout x,

fn/(n—l)(z) — I&gﬁ(x)) det Hess,;.¢.
1

D’aprés le Lemme on a

(det Hess, )Y/ < Tr(Hess¢) _ Axd(x)
< - _—

(A ¢ défini ainsi s’interpréte comme le laplacien de ¢ au sens d’Aleksandrov). Par conséquent, on

a pour p-presque tout x

By 17 =) () < Aadlz)

B n
et ainsi en intégrant cette inégalité par rapport a la mesure g,

IBHm/me“”Si/fAm-

A ce point de la démonstration, lorsque A4 ¢ correspond au laplacien usuel, on peut intégrer par
partie le membre de droite de I'inégalité précédente. Le lemme suivant montre que le résultat ainsi
obtenu par intégration par partie reste valable lorsque A 4¢ est le laplacien de ¢ au sens d’Aleksan-
drov, Ag¢(xz) = Tr(Hess,¢). La preuve de ce lemme est donnée a la fin de ce paragraphe.

Lemme 11.3. Soit ¢ : R — RU{+o0} une fonction convezxe. Alors pour toute fonction f positive,
de classe C%, a support compact inclus dans Q = int(dom @), on a

[ram0<-[vrve

En appliquant ce lemme et le fait que |[Vé| < 1, nous obtenons 'inégalité de Sobolev L!,

e [ e <2 [vpvos s [1og
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Démonstration du Lemme[I1.3. Soit f une fonction positive, de classe C2, a support compact K
inclus dans €. Soit (eq,...,e,) la base canonique de R™. Etant donné ¢ € {1,...,n}, g une fonction
sur R"™ et h > 0, on définit la fonction g, = g; par
: g(x + he;) + g(z — he;) — 2g(x)
gu(x) = gh () = Ege— . wemn

Notons 0;;¢(x) = Hess,¢(e;) - e; la dérivée seconde au sens d’Aleksandrov dans la direction e;. Cette
dérivée existe presque surement sur dom ¢ d’aprés le théoréme d’Aleksandrov. D’apreés la Proposition
[0.9] pour presque tout = € €2

lim ¢},(2) = ().

Soit € > 0 tel que K. C €. La fonction ¢ est continue donc bornée sur le compact K.. Pour |h| < ¢,
si x ¢ K. alors fp(z) =0, et par suite

/cbfh: E¢fh'

Puisque pour |h| <&, K C K. + he; et f(x) =0 pour z ¢ K, on a

E¢($)f(x + he;) dx = / ¢(x — he;) f(z) dx = /¢($ — he;) f(z) dz,

Ka +hez

[ o)tz [ oathe)f@ e = [ o—he) s de

K
On obtient donc, pour tout |h| < ¢,

/¢fh=/KE¢fh=/K¢hf-

Puisque ¢ est convexe, ¢ (x)f(z) > 0 pour tout = € K, et le Lemme de Fatou donne

/K [0 < lim nf /K onf = liminf /Ksm. (11.2)

On sait que pour tout = € R™, limy_,¢ fx(x) = 0;;f(x). La fonction f;, est bornée sur R", en effet

hoy ot
/ </ Oii f (x +uei)du> dt‘ < sup |0 f(2)]| < oo.
0 \J—t

z€R™

@) = 75

Puisque

/<z>fh| < (K| sup 10:f ()] sup [6(2)] < 00, [k <,
K. zER™

zeK.

en appliquant le théoréme de Lebesgue, on obtient

lim /qubfh— /Kewnf— [ o0us.

et ainsi en utilisant I'inégalité (11.2]) et aprés intégration par partie,

[so0 <[00 - [ 200

La démonstration du Lemme se termine en sommant cette inégalité pour ¢ entre 1 et n. O
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b. Inégalité de Sobolev P, 1 <p < n.

Une preuve similaire a celle de I'inégalité de Sobolev L' permet d’obtenir I'inégalité de Sobolev
LP dans R™. Dans cette preuve la densité qui remplace la densité de la loi uniforme sur B; est la
densité hy, définie par

1 n
P TS
oup = ]% est exposant conjugué de p et o, la constante telle que [ hg* =1 avec p* = %,

P
[/ dy ]n+1
op = —— .
(o) + |z|P )( p)/p

Théoréme 11.4. Soit p € (1,n) (n > 2), et p* = %' Pour toute fonction f € WIP(R™),

IV £l
IV hpllp’

1F 1l <

avec égalité si f = hy,. Par conséquent Sy,(p) = 1/||Vhy,||, est la constante optimale de cette inégalité
de Sobolev.

Démonstration. Comme dans la preuve de I'inégalité de Sobolev L', on peut supposer que la fonction
f est positive de classe C2 et a support compact. Par homogénéité de I'inégalité de Sobolev, on peut
aussi supposer que [ fP" = 1. On veut donc montrer que ||Vhy,l|l, < |V £,

Soit p la loi de densité F' = fP" et v la loi de densité H = hz*. On peut vérifier simplement que
v admet un moment d’ordre 2. Soit V¢ le transport de Brenier de p sur v, Vo#u = v. L’équation
de Monge-Ampére s’écrit pour p-presque tout z,

F(z) = H(V¢(x)) det Hessy¢.
Puisque, d’aprés le Lemme [10.2

1/n < AAqb(x)

(det Hess,¢)
n

, (11.3)
on a pour u-presque tout x,
Aad(z)

H=M (Vo) < M) == 2=,

et par conséquent

* 1 *
/ hly (= = / H'"dy = / H="(Vg)dp < — / PO A g,
D’aprés le Lemme et puisque p*(1 —1/n) — 1 =p*/p/

[uimase <~ [oruim).vo— a1 [ 050
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D’aprés I'inégalité de Holder, et puisque Vo#u = v, on a

- / Ve < / 70l 1V f)

<(/ rw’du)l/p/ (/ er\p>1/p

- 1/p
= ([ way) 1911,
Finalement on obtient

JAREE _(1/”( 1ol )dy)l/p IV £,

Pour obtenir le résultat souhaité, il suffit de montrer qu’il y a égalité dans toute la suite des
inégalités précédentes lorsque f = h,. Dans ce cas, on a nécessairement Vo (z) = = et Hess,¢ = Id
et par conséquent l'inégalité est une égalité. L’autre inégalité utilisée est I'inégalité de Holder.
La propriété fondamentale de I'application hj, est de réaliser I'égalité dans cette inégalité de Holder.
Plus précisément, on a

—Vhy(@) @ = [Vhy(a)| 2],

donc

—/hg*/p/(x)Vhp(m)-xdx:/hg*/p,(xﬂﬂ [Vhy(2)] da.

Par ailleurs, ’égalité est réalisée dans l'inégalité de Holder lorsque I'une des fonctions intégrée dans
le membre de droite est un multiple de ’autre. Ici on peut vérifier que

[Vhy(2)|P = (este) |zl 1Y) (x).

et donc

1/p'
/ WY (@) ] [V ()] do = ( / [« h <x>dw> 1Vl
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Chapitre 12

Inégalités de Young optimales et de
Brascamp-Lieb

L’objectif de ce chapitre est de présenter les inégalités de Young optimales et leur lien avec les
inégalités de Brascamp-Lieb.

12.1 Inégalités de Young optimale

Soient f et g des fonctions intégrables sur R™. Le produit de convolution de ces deux fonctions
est la fonction définie par

frg(z)= /f(w —y)g(y)dy, z € R™.

L’inégalité de Young la plus largement connue est la suivante, pour tous p,q,r € [1,+0o0], tels
que
1 1 1
-+ —-=1+ -,
P q r
on a

1+ glle < £ lIpllgllq-

Remarquons que si r < 400, alors nécessairement p < r et ¢ < r, autrement dit I'intérét de cette
inégalité est de montrer qu'il suffit que f € LI(R™) et f € LP(R™) pour que f xg € L"(R™) et
pourtant 7 > max(p, q).

Cette inégalité de Young s’obtient simplement a partir de l'inégalité de Holder en suivant les
étapes de ’exercice suivant.

Exercice 12.1. 1. En utilisant deux fois l'inégalité de Hélder, montrer que pour tous réels positifs
a, B, tels que a + B+ v = 1, pour toutes fonctions intégrables positives f, g, h sur R™,

[row (o) (Jo) (/2)"

2. Soient p,q,r € [1,+00], tels que %—i— % =1+ % En choisissant o = 1/r, 8 = 1/p — 1/r,y =
1/q — 1/r, montrer que pour tout x € R,

Frg@) < | FILPmgllia/m (7 % g2 (x)) M7
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3. En déduire Uinégalité de Young ||f * gl < || fllpllgllq-

Excepté pour quelques valeurs de p, g, r, I'inégalité de Young que nous venons de présenter n’est
pas optimale la constante 1 peut étre améliorée comme le montre le théoréme suivant.

Théoréme 12.1. (Inégalité de Young optimale) Pour tous p,q,r € [1,400] tels que

1 1 1
Sh-=1+-,
p q T
on a C C n
17 59l < () 15llall
T

avec Coo = C1 =1 et pour p €]1,+00],

p’ est appelé exposant conjugué de p.

n
Nous verrons plus loin que la constante (Cgoq) est optimale donc toujours inférieur & 1.

Voici une autre formulation de I'inégalité de Young optimale. D’aprés I'inégalité de Holder, on
sait que
[ f+ghl

1l

Par conséquent, puisque C, = 1/C,, I'inégalité de Young optimale s’écrit encore, pour toute fonction
fr9:h

1f * gllr = sup
h

’// F(x —y)g(y)h(z) dx dy

Sous cette forme 'inégalité de Young est en fait un cas particulier de I'inégalité de Brascamp-Lieb,
inégalité que nous présentons dans la partie qui suit.

/f*gh’ < (GpCyCo)" | flInllgllqlI Aall-

12.2 Inégalités de Brascamp-Lieb et de Brascamp-Lieb inverse

Théoréme 12.2. (Inégalité de Brascamp-Lieb) Soient N,ny,na,...,n, des entiers et cy,...,cm
des réels positifs tels que n; < N et

m

Z Cing; = N.

i=1

Soient B; : RN — R™ des applications linéaires surjectives telles que
m
() ker B; = {0}.
i=1

Etant données f1,. .., fm des fonctions intégrables positives, f; € L*(R™), on note

I(fr, . fom) = /R 5@y
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Soit T la constante optimale dans l'inégalité suivante (dite de Brascamp-Lieb)

st <T]] (/R f)

Alors cette constante optimale I est atteinte sur Uensemble des densités gaussiennes centrées, c’est
a dire

1
e—EIi-AiLBi

(2m)mi/2 det(A;l)

I:= sup I(’yAl_l,...,'yA_1), Va; € R,y -1(x;) =
A17'~~:Am " ¢

At,Am Hz (f]Rni 72')017

ot les matrices A; sont symétriques définies positives de taille n;. Plus précisément, on a I = 1/v/D
avec

I o
= sup {(Vl’ ,’Vm) Vo, € R ~(x;) = exi'Aixi} ,

. det (Zz C,BfAZBZ)
D= inf ,
ArAm [ (det Ay)c
Le dernier point de ce théoréme est une simple conséquence du fait que pour toute matrice A
symétrique définie positive de taille n,

4 7.‘.77,/2
/ex' Tdr = = 7/2v/det A1,

Par suite f% = 7ni/2\/det 4; et

La derniére égalité est vraie car la matrice A = Y, ¢;BlA;B;, de taille N, est symétrique définie
positive puisque (-, ker B; = {0}.

Démonstration de 'inégalité de Young optimale & partir de ’inégalité de Brascamp-Lieb.
Il suffit de montrer que pour toute fonction f, g, h positive sur R et pour tout p,q, 7" > 1 tels
que

on a

/ / £ — ) g)h(x) dz dy < (CpCaCur) I fllpllglqllhll

104



1

En posant 01:%,62:l c3=7,n=ng=ng=net N=2n, on a bien

q?

c1ny + cono + cgng = N.
Par ailleurs, si f1 = fP, fo = ¢4, f3 = R et
Bi(x) =x1 —x2, Ba(x) =z, Bs(x)=ux1, x = (x1,22) € R" x R" = RN,

alors ker By Nker By Nker By = {0} et l'inégalité de Young s’écrit

I(fr. for f3) < (CyCyCr)" (/R fl)cl </R f2>02 (/R f3>63.

Pour obtenir I'inégalité de Young optimale & partir de I'inégalité de Brascamp-Lieb, il suffit donc de
vérifier que B
I = (C,CyC)".

Pour simplifier, nous allons seulement vérifier cette identité pour n = 1. On aura ainsi obtenu
I'inégalité de Young optimale en dimension 1. L’inégalité de Young optimale en dimension n peut
ensuite se déduire par tensorisation.

Puisque I = 1/v/D, nous devons déterminer

det (Zz CzBZtAsz)

D = C C: C;
Ay, Ag, As€RF ATV AP AT

D’apres la définition des B;,
By =(1,-1), By=(0,1), B3z=(1,0),

et par conséquent,

ClAl + C3A3 —ClAl
B'A. B, =
;CZ e ( —c141 1Ay + Ay )7
et
D= inf c1eeA1 A + c1e3 A1 Az + coc3 Ag A
A1, Az, AzeR+ ATTAF A '
Aprés dérivation, sachant que c¢; + co + ¢3 = 2, on obtient que les extrémums sont les points

(Al, Ao, Ag) tels que (1 — Cl)ClAl = (1 — 02)62A2 = (1 — 03)63143, c’est a dire

C C C
(A17A2’A3) - <(1 — Cl)Cl’ (1 — 62)02’ (]_ — Cg)Cg) ’
On a donc
pol—e)d— )] (1 —e)(d =)+ (1 =) (1 —e3)] !
[e1 (1 = c1)] 7 [ea(1 — e2)] = [eg(1 — c3)] 3
_ it es?
(1 — 01)1_61(1 — 62)1_02(1 — 63)1_63

= (C,C,C)2
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La preuve par transport de 'inégalité de Brascamp-Lieb que nous présentons donne simultané-
ment 'inégalité de Brascamp-Lieb présentée dans le théoréme qui suit..

Théoréme 12.3. (Inégalité de Brascamp-Lieb inverse) Avec les mémes notations et hypotheses
que dans le théoréeme de Brascamp-Lieb précédent, étant données des fonctions intégrables positives
g1y---39m; 9i € LI(RTLZ)7 soit

J(g1;- -1 gm) = / sup [T 9 (@) | da.
RN |21, xm/a=3 ¢;Bt(zi)
Alors la constante optimale J dans l'inégalité (dite de Brascamp-Lieb inverse)
¢
i R™
est atteinte pour des fonctions gaussiennes centrées,

1
e*in'AifBi

(2m)mi/24/det(A; )

J:= inf J(Vpg-150 sV p-1), Yo; € R™ 1 (2;) =
A17-~~7Am 1 m i

. J(V1y ey Ym) A A
= inf — T, V; € R () = e TS
A1, Am { Hz (fan ,YZ)C 7 i\4Lg

et de plus,
1 —
l pu— ? p— D.

Pour illustrer ces les théorémes précédents, choisissons ny =ng =n, c; =1—t, co =t,t € [0,1],
N =mn, g1 = f, g2 =g, et pour tout z € R", By(z) = Ba(z) = z. On a alors
det 1-—
D i JetA T —0)A)
Aq,Az (det Al)t(det Ag)l_t

D’apreés le Lemme la propriété de log-concavité du déterminant implique que D = 1.
L’inégalité de Brascamp-Lieb inverse s’écrit alors

/ LS @) )] de > ( / #(a) dx>1_t < /g(y)dy>t,

Cette inégalité correspond a l'inégalité de Prékopa-Leindler.
L’inégalité de Brascamp-Lieb correspond quant a elle & I'inégalité de Holder,

[ @)ge) < ( / f(a:)dx>“ ( / g(x)daz)t.

Ainsi, on peut interpréter 'inégalité de Prékopa-Leindler, comme une forme duale de I'inégalité de
Holder.
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12.3 Démonstration des inégalités de Brascamp-Lieb

Pour démontrer les deux inégalités de Brascamp-Lieb, par densité et homogénéité, on peut sup-
poser que toutes les fonctions positives fi,..., fim et g1,..., gm sont continues & support compact et
d’intégrale 1.

La preuve des inégalités de Brascamp-Lieb se fait alors en deux étapes. L’objectif est alors
d’obtenir que pour toutes ces fonctions intégrables

1

I(ﬁ,...,fm)gfzﬁ et VD=J<J(g1,...,9m)

autrement dit B
DI(fi,....fm) <DI=J<J(g1,--+9m)-

La premiére étape algébrique consiste & montrer que
1J=1. (12.1)

Puisque I = 1/v/D, on a alors DI = J.
La seconde étape consiste & établir par méthode de transport que pour toutes fonctions positives
d’intégrale 1, fi,..., fm et g1, ., Gm,

DI(fi, ..., fm) < J(91,- -1 gm) (12.2)

Ainsi, en optimisant sur toutes les fonctions g; gaussiennes d’intégrale 1, par définition de J,
(12.2) donne 'inégalité de Brascamp-Lieb

Ou alors, en optimisant sur toutes les fonctions f; gaussiennes d’intégrale 1, par définition de I,
(12.2) donne I'inégalité de Brascamp-Lieb inverse

J=DI<J(g1,- -+ 9m)-

Preuve de linégalité par transport.

Soient u; et v; les probabilités de densités respectives f; et g; sur R™ et V¢; 'application de
transport de Brenier telle que V;#u; = v;. Soit Q; = int(dome;) et X; l'ensemble des points
ou l'application convexe ¢; est deux fois différentiable au sens d’Aleksandrov et la Hessienne est
inversible. D’aprés le Theoréme w; est portée par X; et v; est portée par Vo;(X;) donc on peut
supposer que f; est nulle en dehors de X; et g; est nulle en dehors de V¢;(X;). Par ailleurs, puisque
fi est continue, tout point de R™ est un point de Lebesgue pour u;. Par suite la Proposition
indique que I’équation de Monge-Ampére est satisfaite pour tout z; € Xj,

fi(zi) = g(Vi(x;)) det(Hess,, ¢;), i=1,...,m.

Les applications de transport V¢; interviennent dans le schéma suivant, qui met en relation
'espace R™ et I'espace RY,

. . ¢
BiYx) cRY By xicmm Y v (x)cre 2 RN
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Soit Y = ﬂ B, 1(Xi). Les équations de Monge-Ampére précédentes indiquent que pour tout x € Y,
=1

fi(Bi(r)) = g(Vi(Bi(x))) det(Hess g, (2)Pi), i=1,...,m. (12.3)

Considérons I'application convexe ® : RY — R U {400} définie par

m

P(z) = Zci¢i(3i($))a xRN,

=1

Son domaine de définition dans RY est

dom ® = ﬂB (dom ¢;).
i=1

Notons © = int(dom ®). Si B;(j) € R™ représente la j-iéme colonne de la matrice B;, ¢p(B;(z)) =
10) (Zjvzl iszi(j)) pour z = (Z1,...,ZnN) et les dérivées partielles de ¢; o B;, si elles existent, sont

données par
9;(¢i(Bi())) = Vi(Bi(z)) - B;i(§), j=1,...,N.

Par suite, en tout point = pour lequel, pour tout i, ¢; est différentiable au point B;(z), en particulier
pour tout x € Y C 2, on a

= ZCiBf(V@(Bz‘(a:)), zeRVN. (12.4)

Par ailleurs, ® est deux fois différentiable au sens d’Aleksandrov sur Y, pour tout x € Y,

Hess, ® = ch (Hessp, ()¢i) B

Notons X I'ensemble des points x € RY ou Hess,® est inversible (Y C X). D’aprés le Lemme

et plus particuliérement (9.7), on a
J(g1,- - 9m) :/RN [ sup Hgfi(yi)] dy

Y1seym /y=_ i BE(yi)

e ]
Vo (X) [y1,~~-7ym/y=z ¢ B yz) H
= sup g;
/Q [y17~--,ym/V¢’( )=>_ciB! (yz)H
I
Y [yl,...,ym/VCD(m):ZciBf( Yi) H

7

det(Hess, ®)dz

det(Hess, ®)dz.

Par définition de la constante D, on a alors pour tout x € Y,

det(Hess, ®) > D H [det(Hessp, (1) ¢:)]
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Par conséquent, puisque les égalités (12.4) et (12.3]) sont satisfaites pour tout € Y, on obtient

T(gtse e gm) > D /Y T [os(V6s(Bx(a)) det(FHessp, 0] d
:Dﬁﬂm&mr
-0 [ THB@)

=DI(f1,. - fm)-
L’avant derniére égalité découle du fait que [[, fi(Bi(z))“ est nulle pour tout point = en dehors de
Y. Ceci termine la preuve de l'inégalité (12.2]). O

Preuve de l'égalité (12.1]). N
Soit A =3, ¢;BlA;B;, A est une matrice symétrique définie positive A. Soit Q4 et @ les formes
quadratiques définies par

Qaly) = 3A) v, YR,

et
~ 1
x inf GA , z € R"™.
Q( ) 2:1:1, Tm/T=Y ¢; B (x;) {Z ! Z Z}
La preuve de I'égalité (12.1) repose sur le lemme suivant démontré a la fin de cette section.

Lemme 12.4. Q-1 = C~2

Notons ~v4,,...,74,, les densités des lois gaussiennes centrées de matrices de covariance inver-

sibles A;, alors le Lemme [12.4] donne

i

J('y —1y...,7 71) : / e—é(x)d:U
A A am VR (detA )2 Ju

N/2TT, (det A7 Jr

Vdet A-1
. (det A71)?
(

H
_ I (det 4;)57
Vdet A
-1
( 1 / . 2xA(x)d>
2m)N/2 [T, (det A;)%/? Jrn
- 1
N ICTRRE)
Par suite
J= inf J(ya,..ov4,) = inf  J(yu-r, . ,01) = L :i.
At,A, Ay Anm, 1 mosupg, A, L(Vays e va,) T
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Démonstration du Lemme[I2.] Montrons dans un premier temps que Q-1 = Q% ou Q% désigne

la transformée de Legendre de @) 4, puis que Q% = @
Considérons A/, la matrice symétrique définie positive telle que A% /2 = A, on a alors

Qaly) = 141 (0)

Soit Q% la transformée de Legendre de () 4. Puisque les matrices A7l et A1_/12 sont symétriques, pour
tout x € R

@ife) = sup {o-y - L0

yeR”?

1
= supa- A7} —|z 2}
ZEREL { 1/2 2| ‘
= sup {A 1]2\2}
z€R™ 1/2 2
= 7“’41/12( )’
=Qa-1(z).

Montrons que la fonction é est convexe semi-continue inférieurement. La convexité est une consé-
quence de la convexité de la fonction (z1,...,2m) = >, GA l(a:z) -z; et de la linéarité de la condition
T = ZczBf(xz) Soit x € R" et y, = A~ 1x. Montrons que Q est semi-continue inférieurement. En
choisissant x; = A;B;(y,), puisque Y ¢;B!(x;) = Ay, = z, on obtient

< ch - A; B; (ya:) QA(yz) = QA(Ailx)'

Soit K, et K} les compacts définis par

Kx:{(l'17-.., )ERnlanmw_Zcz xl ZCZ x’LSQA( lx)}’

et

K;_{(:nl,..., m) € R™ x R"™ ‘x—Zcz ()] <1 ZC’ ) xi < Qa(A 13:)+1},

@(x) inf Z GA xz T; = inf Z A a:z x;.

$1, 733m GKI x17 7xm EKl

Soit (™) une suite de point de RN qui tend vers z. Quitte a extraire une sous-suite de (z(™), on
peut supposer de plus que

lim inf Q(z™) = lim Q(z™).

Soit (:rgn), . ,mﬁj)) € K, tel que

V)= At @) (125)
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Puisque 2™ — 2, par continuité on obtient que K, n C K} pour tout n suffisamment grand,

n > ng. La suite (azgn), e ,x%))TLZnO est une suite du compact K} donc elle admet une sous suite
convergente (xgn'“), . ,x%’“))k vers un point (z1,...,x,). Par continuité, par passage a la limite

lorsque k — oo dans 'égalité (12.5)) et I'égalité
2(k) — ZCiBf(wE”’“)),
T = ZciBf(xi),

limninfé)v(x(")) = h;?l Q(z™)) = ZCiAfl(xi) ‘i > Q(x).

i

on obtient

et

La fonction @ est donc semi-continue inférieurement en tout point = € RN,
La transformée de Legendre de @) est

Q*(y) = sup {y-2—Qx)}

zeR™

1 _
= sup sup {yw - QZCiAi 1($i)'xi}

TER™ z1 .. xm 2=, ¢; Bt ()

1
= sup {y < E cle(a:Z)> —3 E ciA;l(:ni) . xz}
L1y sTm i z

= S aisun {u- Bil) - Sl A}

1
= cisup {y - B (Ai)1/2(2) — 2Zz'\2}

=Qua(y).

Ainsi, puisque @ est convexe et continue inférieurement, on obtient

Q=(Q) =Qh=Qu1.
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Voici quelques résultats relatifs a 'application de transport V¢, et a la mesure py.

Lemme 12.5. Soit p une mesure absolument continue par rapport & la esure de Lebesque. Soit
¢ : R" — R U +oo une application conveze et lg;r l'ensemble des points ou V¢ est différentiable.
Pour tout x € R™, on considére [’application conveze,

or(x) = (1 - t)T +to(x).

1. L’application Ve : Qqip — R™ est injective pour tout t € [0, 1].
2. L’application (V)L : Vo (Qaif) — Quis est (1 — t) " -lipschitzienne pour tout t € [0,1].
3. Pour tout t € [0,1[, la mesure puy = Vi est absolument continue par rapport a la mesure de

Lebesque, 1 (R™) = p(R™).

La démonstration de ce lemme est donnée & la fin de cette partie. On déduit de ce lemme que
(14t)te[o,1] est un chemin de probabilité absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue. Ce
chemin interpole entre pug = @ et 1 = v. Soit g¢ la densité u; par rapport a la mesure de Lebesgue.

Démonstration du Lemme[12.4. Puisque ¢ est convexe et
|z n
qbt(x):tqﬁ(m)—i-(l—t)T, x e R,

I'application ¢; est strictement convexe pour t € [0,1). Ceci implique que 'application V¢, : D —
R™ est injective sur son domaine de définition D. En effet, supposons que Vo (z) = V. (y). Par
convexité, on a pour tout ¢t € (0,1)

_y) < or(tz + (1 —t)y) — ¢e(y) < di(x) — dy(tx + (1 —t)y)
- t - 1—t¢

Vor(y) - (= < V() - (z —y).

Par suite pour tout ¢ € (0,1), ¢¢(tx + (1 —t)y) = ¢(z) = ¢¢(y). Puisque ¢y est strictement convexe,
nécessairement x = y.

On peut donc considérer I'application inverse V¢, L définie sur D’ = Vg (D). Montrons que cette
application est (1 — t)~!-lipschitzienne. D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

|z =y [Vée(z) = Véu(y)l = (. —y) - (Vu(z) — Ve (y))
=1 =t)e =y +tx—y)- (Vo(z) = Vo(y)).
Puisque ¢ est une fonction convexe pour tout z,y tels que V() et Vo(y) existe, on a
V() - (x — ) < 0(x) - 6ly) < Vole) - (&~ ),
et donc
(z —y)- (Vo(z) — Vo(y)) = 0.
On obtient ainsi pour tous x,y € D,

[Vor(z) = Vér(y)| = (1 =)z —yl,

ce qui montre que V¢, ' est (1 — t)~!-lipschitzienne sur D’
Les résultats de théorie de la mesure de Lebesgue indiquent alors que pour tout sous-ensemble
mesurable M de R"™,

Vo '(M)| = [V (M ND)| < (1= 6) " |MND'| < (1—-1)7"M].
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(Ce résultat est simple & montrer si M est une boule.)

Pour montrer que u; est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue, il suffit de
montrer que y; ne charge pas les ensembles M de mesure de Lebesgue nul. Si M| = 0 alors I'inégalité
précédente donne |V, ' (M)| = 0. Par définition de la mesure p;, on obtient alors

pe(M) = po(Vep; ' (M)) = 0,

car g est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.
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