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CHAPITRE 1

GROUPES

1.1. Définition

Soit G un ensemble. Une loi de composition interne * sur G est une ap-
plication de G x G a valeurs dans GG. Pour tout z,y € GG, on note z xy € G
I'image du couple (z,y) € G x G.

Exemples de lois de composition interne:

— Sur N, I'addition et la multiplication sont des lois de composition internes.
Ce n’est pas le cas de la soustraction.

— Sur R, l’addition, la soustraction ou la multiplication sont des lois de
composition internes.

— Sur R*, I'addition n’est pas une lois de composition interne, mais la
multiplication en est une.

— Sur R**, I’addition, la multiplication et la division sont des lois de com-
position internes. Mais ce n’est pas le cas de la soustraction.

— Soit E' un ensemble et P(E) l’ensemble des parties de E. L’union,
I'intersection et la différence symétrique (définie par AAB = AU B —
AN B) sont des lois de composition internes.

Définition 1.1. — On dit que ’ensemble G, muni de la loi de composition
interne *, est un groupe si les trois propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) la loi * est associative, c’est-a-dire que
V(z,y,2) € G, (x*xy)xz=x*(y*z);
(ii) la loi * admet un élément neutre (noté e) vérifiant
Ve € G, T*e=exx =21;
(iii) tout élément de G admet un symétrique pour la loi x, c’est-a-dire que

Vee @, 32’ €dG, tel que zxr =2'xx=e.



8 CHAPITRE 1. GROUPES

Si de plus la loi x est commutative, c’est-a-dire que
Y(z,y) € G?, xxy=1yx*ux,

on dit que le groupe est commutatif ou abélien.
On dit que le groupe (G,x*) est fini si G a un nombre fini d’éléments.

Remarque 1.1. — En général, le symétrique x’ de I’élément x € G est noté
™t Ainsi on aura t ' xx =z xx" ! =e.

Lorsque la loi x est notée - ou X (notation multiplicative), le symétrique d’un
élément x est noté x1 et appelé inverse de x, I’élément neutre est noté 1.
Lorsque la loi x est notée + (notation additive), le symétrique d’un élément x
est noté —x et appelé opposé de x, I’élément neutre est noté 0. La notation
additive est réservée auzr groupes commautatifs.

Exemples de groupes:

— Pour l'addition: (Z,+),(Q,+), (R,+) et (C,+),

— Pour la multiplication: (]0,+o0l[,-), (Q*,-), (R*,-), (R*T,-) et (C*,-).

— Pour la multiplication: Le cercle unité U C C; les racines n-iémes de
Punité: U, = {2*7/"} pour k=0,---n — 1.

— Pour la composition: L’ensemble des bijections de E dans E.

— L’ensemble des matrice n x n & coefficients réels et inversibles (pour le
produit des matrices), noté G L, (R).

Proposition 1.1. — Soit (G, *) un groupe. L’élément neutre e de G pour la
loi x est unique et, pour tout x € G, le symétrique de x dans G, pour la loi *,
est unique.

Démonstration. — Commencons par démontrer que I’élément neutre de (G, x)
est unique. On note e un élément neutre de (G, ). Soit €' un élément de G
qui vérifie aussi

Vz € G, rxe =€ xr=ux.
En prenant x = e dans 1’égalité ci-dessus, on trouve
/
exe =e.

Mais, e étant un élément neutre de G, on a aussi e x ¢/ = ¢’. Donc, €/ = e ce
qui démontre l'unicité de ’élément neutre de (G, *).

Montrons maintenant que le symétrique d’un élement = de G est unique.
Soit x € G et 2/, 2" deux élements de G vérifiant

/ / ! !
T*xr =T xxr=¢€ et T*x =T *xTr=e¢€.
En utilisant la seconde série d’égalités, on peut écrire

x(xxa’)=2"xe=2a",
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et, en utilisant la premiere série d’égalités, on peut aussi écrire

(' xz)x 2" =exa” =2".

La loi * étant associative, on conclut que
/ / " /
=o' x(xx2")= (" xx)xa" =2".
D’ ou 'unicité du symétrique de . O

Le résultat qui suit est une simple conséquence de 'unicité du symétrique
d’un élément d’'un groupe.

Proposition 1.2. — Soit (G, *) un groupe. Pour tout z,y € G, on a l’égalité

(zxy) L=y txa .

Démonstration. — D’apres le résultat de la Proposition précédente, il suffit
simplement de vérifier que y~! x 27! est bien un symétrique (et donc en fait
le symétrique) de x x y. Pour cela, on calcule en utilisant 1’associativité de la

loi *

(@xy) =yt xa™l) = ((@xy)xy )xa
= ((zx (y*yl))*f1
— (ore)ra!
= rxx !
1

On montre de la méme maniere que (y~!' * 27 1) * (x x y) = e, ce qui prouve
1

que y~ ! x 27! est bien le symétrique de x * y. ]

Soit (G, *) un groupe. La loi * étant associative, pour tout n € N\ {0} et
pour tout z1,...,x, € G, on peut définir par récurrence sur n € N\ {0}

Ty k.o k Ty = (T1 % . % Tpo1) * Ty .
Ainsi, I'associativité de la loi * permet de s’affranchir de I'utilisation des par-
entheses dans I'écriture de xy * (zo * (... % xy,)).

0 = ¢ et on peut définir par récurrence sur

Notation: On convient que x
neN

n+1

T =zxx" =" *xzx.

Autrement dit, pour tout n € N* et pour tout z € GG, on note

TV =xxxT*k ... xT .
—

n fois
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On vérifie aisément que 'inverse de 2" est donné par (x~1)". Par convention,
on note 7" = (2")~! = (z71)™. Avec cette notation, on a

Vn.meZ, VreG "k g™ = gt

Ces notations sont certainement tres pratiques mais il convient de faire un
peu attention : si z,y € G, en général (x x y)™ n’est pas égal a 2" x y”. En
revanche, on a le résultat suivant :

Lemme 1.1. — Soit (G, %) un groupe et z,y € G. On suppose que Txy = y*x
(on dit que x et y commutent) alors, pour tout n € Z, on a

(xxy)" =2 xy" =y xa".
Démonstration. — On commence par démontrer, en utilisant une récurrence
sur n > 0, que
g"xy=yxz"  etque y'rrx=xxy".

Ensuite, on montre que (z * y)” = x™ % y™ en utilisant une fois de plus une
récurrence sur n > 0. Pour n < 0, on peut utiliser le résultat de la Proposi-
tion 1.2 pour démontrer le résultat. O

Nous verrons dans la section suivante de nombreux exemples de groupes.
Commencons par quelques exemples classiques.

1.2. Exercices et exemples

On donne dans cette section quelques exemples de groupes. Ces exemples
font 'objet d’exercices qui sont fortement recommandés.

Exemple 1.1. — Un groupe (G, *) a un élement est uniquement composé de
’élement neutre donc G = {e}.

Exemple 1.2. — Soit (G,*) un groupe o deux éléments, G = {e,x} ou e
désigne l’élément neutre et x # e. On a

exe=e, exr=xr*xe=2x, et rT*xxr=e,

(remarquer que x est nécessairement le symétrique de x pour la loi x). On
peut rassembler ces informations dans un tableau a deuz entrées (la table de
composition de la loi *)
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Il faut encore s’assurer que la loi ainsi obtenue vérifie les axiomes de groupe.
Le seule point a vérifier est I’associativité, qui, ici ne pose pas de difficulté. On
peut cependant faire la remarque suivante, qui trouve sa pleine utilité dans
I’étude des groupes de cardinal plus élevé: On vérifie que le groupe obtenu
est celui des racines carrées de 'unité (c’est a dire: {1, —1}, X, ce qui assure
I’associativité de la loi.

En jouant sur la définition d’un groupe, on peut facilement classifier tous
les groupes a 3 éléments.

Exemple 1.3. — Soit (G,*) un groupe a trois éléments, G = {e,x,y} ot e
désigne l’élément neutre et x,y # e sont deux éléments distincts. Alors, la
table de composition de la loi * est donnée par

x| e|lxz|y

€ (N

Y
rzllz|yle
e ]

Démonstration. — En utilisant le fait que e est 1’élément neutre de (G, %), on
trouve déja que

exe=e, exTr=T*xe=2=1T et exy=yxe=y,

ce qui permet de remplir la premiere ligne et la premiere colonne. On peut
ensuite utiliser le lemme suivant (qu'on démontrera).

Lemme 1.2. — Tous les éléments du groupe se retrouvent dans chaque ligne
et dans chaque colonne.

Ce lemme permet de dire que z *xy = y * x = e et on en déduit aussitot les
deux dernieres valeurs manquantes.
ici encore, on vérifie que le groupe obtenu est celui des racines cubiques de
I'unité, ce qui assure ’associativité de la loi.
O

Remarque 1.2. — Ces trois premiers exemples montrent que les groupes
ayant 1, 2 ou 3 éléments sont nécessairement commutatifs. Cette propriété
est équivalente a la symétrie du tableau de groupe par rapport a la premiére
diagonale.

Exemple 1.4. — Soit a € R fizé. On note
aZ={an :neZ},
lensemble des multiples de a. Vérifier que (aZ,+) est un groupe (additif).
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Exemple 1.5. — Soient a,b € R fixrés. On note
aZ+bZ ={an+bm : n,meZ}.
Vérifier que (aZ + bZ,+) est un groupe (additif).

Exemple 1.6. — On note
U={zeC: |z| =1},

lensemble des nombres complexes de module 1. Vérifier que (U,-) est un
groupe (multiplicatif).

Exemple 1.7. — Soit « € R. On note
U,={e"ecC:necZ}.

Vérifier que (U, -) est un groupe (multiplicatif ) et que ce groupe est un groupe
fini si et seulement si o € wQ.

Démonstration. — Vérifions que G est fini si et seulement si « € 7 Q. Sup-
posons que U, est fini. Alors, il existe n # m € Z tels que

ino imao
e =€ .

En particulier, ceci implique que (n —m)«a € 27 Z, donc que a = 27& pour

n—m
un certain k € Z.
Inversement, si @ € mQ alors, il existe p € Z et ¢ € N* tels que
p

a==m.
q
299 — 1 donc
U,c{e™ecC:n=0,1,...,q—1},

contient au plus g éléments. Il est donc de cardinal fini. ]

Dans ce cas e

Exzemple 1.8. — On considére l'ensemble R? — {(0,0)} muni de la loi x
définie par

(z,y) * () = (22’ — yy', 2y + ya’).
Vérifier que (R2—{(0,0)}, %) est un groupe commutatif. Quel est le symétrique
de (z,y) ¢

Exemple 1.9. — Soit E un ensemble et G ’ensemble des bijections de E
dans E. On note o la loi de composition d’applications de E dans E. Vérifier
que (G, 0) est un groupe (I’élement neutre est Idg et le symétrique de f € G
est la bijection réciproque f~1).

Exemple 1.10. — Vérifier que l’ensemble GL,(R) des matrices n X n a co-
efficients dans R qui sont inversibles, muni de la loi de multiplication des
matrices, est un groupe.
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Exemple 1.11. — Soient a € R. On note
Qa] ={n+am : n,m € Q}.
Vérifier que (Q[v2] — {0}, .) est un groupe (multiplicatif).
Exemple 1.12. — Soit (G, *) un groupe tel que pour tout x,y € G
(zxy)? =22 xy°.

Alors (G, *) est abélien. En effet, on a xxyxx+y = x*xxxy*y. En composant
a gauche par x~' et a droite par y~! on trouve y* x = x * y. Ce qui montre
bien que (G,x*) est abélien.

Un exemple de groupe non abélien est fourni par les matrices nxn inversibles
(pour n > 2 muni du produit des matrices. Donnons maintenant un exemple
d’un groupe fini non abélien.

Ezemple 1.13. — 1 On considére dans le plan R?, le triangle équilatéral de
sommets

(1,0), (=5, et (=5, %)

2772 2172

et on considére G le groupe des isométries du plan qui laissent ce triangle
mvariant.

On vérifie que

G ={I, R, R, 51, 52, S3}

ot I = Idgz, Ry (resp. Ry) est la rotation d’angle 2 (resp. la rotation
d’angle 4{ et ou Sy (resp. Sa, resp. Ss) est la symétrie par rapport a la
droite y = 0 (resp. par rapport & la droite y = —\/3x, resp. par rapport a la
droite y = v/3x). On munit G de la loi o (loi de composition des applications
linéaires du plan).

Vérifier que la table de composition de la loi o est donnée par

o I |Ri| Ry | S| Sy 53

IT[[ TR [R|S1]S2] 53

R1 R1 R2 I 53 Sl S2

Ry|Ro| I |Ry|S2| 53|51

Sl Sl SQ 53 I Rl R2

S2 SZ 53 Sl R2 I R1

S3 || S3 | S| S |Ri|Sa| I
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Nous retrouverons la table de composition de cette loi plus tard dans le cours.

Exemple 1.14. — Soit (G, *) un groupe. On suppose que, pour tout a € G,
a’ = e. Vérifier que (G, ) est abélien.

Démonstration. — Soient a,b € G. Par hypothese a®> = b2 = e et (a*b)%2 = e.
Cette derniere égalité s’écrit aussi

e=axbxaxb.
On compose alors par a & gauche et par b a droite pour trouver
axb=axexb=ax(axbxaxb)xb= (axa)xbxax(bxb) =exbxaxe="0bx*a

donc a et b commutent. O

Groupe produit:
Définition 1.2. — Si (G1,%1),- - (Gn,*n) sont n groupes, 'ensemble Gy X

-+ X Gy, peut étre muni d’une loi de groupe *x définie par
(.731, e .’L‘n) * (yb e 'yn) = (1'1 *1 Y1, Ty *p yn)‘

Lélément neutre est (e1,- - - e,) et le symétrique de (x1,-- - x,) est ((x1) ™1, -+ (zn)7h).

C’est ainsi que I'on définit (R™, +) par exemple.

1.3. Sous-groupes
Dans toute cette section, (G, %) désigne un groupe.

Définition 1.3. — Soit H C G. On dit que H est un sous-groupe de (G, x)
si (H,x) est un groupe.

Exemples:

(Z,+) est un sous-groupe de (Q, +), qui est un sous-groupe de (R, +), qui
est un sous-groupe de (C, +).

(Q*T, x) est un sous-groupe de (R**, x) qui est un sous-groupe de (R*, x),
qui est un sous-groupe de (C*, x). De méme, le groupe U — n des racines n-
iemes de 'unité forme un sous-groupe de (U, X) qui est un sous-groupe de
(C*, x).

Les rotations de R?, c’est-a-dire les matrices 2 x 2 de la forme
cosf) —sinf
sinf cosf

forment un sous-groupe du groupe des matrices 2 x 2 inversibles.
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Le résultat suivant donne un critere qui permet de vérifier facilement si H
est un sous-groupe de (G, *).

Proposition 1.3. — Un sous-ensemble H C G est un sous-groupe de (G, )
si et seulement si les trois propriétés suivantes sont vérifiées :
(i) e € H,

(i) Ve e H, ' € H,
(iii) Ve,y e H, zxy € H.

On a aussi la caractérisation suivante :

Proposition 1.4. — Un sous-ensemble H C G non vide est un sous-groupe
de (G, *) si et seulement si

Va,y € H, zxy teH.

Démonstration. — L’implication est évidente. Regardons plus précisément la
réciproque. On suppose donc que Vz,y € H, z xy~! € H. Etant donné
que H est non vide, il existe z € H, donc z x 2! € H. Mais, zx 2~ = e
(calcul effectué dans G)) donc e € H, ce qui démontre la propriété (i) dans la
Proposition 1.3. On sait maintenant que e € H et si x € H alors exz~' € H,
donc ex ™! = 27! € H, ce qui démontre la propriété (ii) dans la Proposition
précédente. Enfin, si z,y € H, on vient de démontrer que y~' € H donc
z* (y~)~t € H. Autrement dit x *y € H, ce qui démontre la propriété (iii)
dans la Proposition 1.3. Conclusion, (i), (ii) et (iii) sont vérifiés donc, d’apres
la Proposition 1.3, H est un sous-groupe de (G, *). O

Donnons quelques exemples de sous-groupes.

Exemple 1.15. — Tout groupe (G, %) admet les deuz sous-groupes triviauz

{e} et G.

Exemple 1.16. — Soit (G,*) un groupe et x € G. Le sous-ensemble de G
défini par
{z" :nelZ},

est un sous-groupe de G; on l'appelle le sous-groupe engendré par x. L’élément
neutre est e = 20 et le symétrique de x™ est x™™. Si ce sous-groupe est fini, son
cardinal s’appelle l'ordre de x. Ainsi, si G est le groupe des racines huitieémes
de Dunité: G = ({e*7/*}, %), alors €'™/* est d’ordre 8, €'™/? (= i) est d’ordre
4 et e™ (= —1) est d’ordre 2.

On peut décrire exactement tous les sous-groupes de Z.

Proposition 1.5. — Tout sous-groupe de Z est de la forme aZ.
De plus aZ C bZ si et seulement si b divise a.
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Démonstration. — 1l est clair que aZ est un sous groupe de Z car 0 € aZ et
an — bn = (a — b)n; le critere foruni par la proposition 1.4 est donc vérifié.
Soit H un sous groupe de Z différent de {0}. On note

a=min{z € H : x > 0}

on vérifie que a € H et que a > 0. Soit z € H, x > 0. Effectuons la division
euclidienne de = par a

r=qa-+r,

ougqg€Netre{0,...,a—1}. Etant donné que (H,+) est un groupe, on a
qa € H, donc, on peut conclure que

r=x—qa€H.

Par construction de a, nécessairement r = 0. Donc z € a Z. Une démonstration
semblable montre que si x € H, x < 0 alors z € aZ. Conclusion, H C aZ.
Enfin, étant donné que a € H, les multiples de a sont aussi des éléments de
H, donc aZ C H. On a donc montré que H = a Z.

Le dernier point est immédiat. ]

Exemple 1.17. — Soit a,b € N. Alors (aZ+bZ,+) est un sous-groupe de
(Z,+). Donc d’aprés le résultat précédent, il existe ¢ € N tel que

aZ+b7 =cZ.
Le théoréme ci-dessous donne la valeur de c.

Théoréme 1.1. — [Théoréme de Bézout] Soient a,b € N*. Alors on a
aZ +bZ = dZ avec d= PGCD(a,b).

En particulier, il existe u,v € Z tels que

au+bv=d.
Démonstration. — On sait qu’il existe ¢ € N tel que
aZ+bZ =cZ.

En particulier, ¢ € aZ + bZ donc il existe u,v € Z tels que au + bv = c.
Montrons que c est égal a d, le pged de a et b, ce qui terminera la preuve.
Clairement

aZCcdZ et bZCdZ,

donc ¢Z C dZ. On en déduit que d divise ¢. Ensuite, a € cZ et b € ¢Z, donc
c divise a la fois a et b. On en déduit que ¢ divise d. Conclusion d = c. O

On a donc par exemple 2Z +3Z =Z et 6 Z + 87 =2 7.
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Définition 1.4. — Soit (G, *) un groupe. L’ensemble
Z={z€G :xxy=yxz Yy € G},
est un sous-groupe de (G, *) qui est appelé le centre de (G, *).

Démonstration. — On vérifie que e € Z, car e x y = y x e pour tout y € G.
Vérifions que Z est stable par x. Soient x,2’ € Z. Pour tout y € G on peut
écrire

(xxa)sy=ax (@ *xy)=ax(yx2')=(x*xy)x2' =yx (x*x2'),
donc x * 2’ € Z. Enfin, si x € Z alors x xy = y * x pour tout y € G. On
compose & droite et & gauche par z~! pour trouver

-1 1

sl s (mxy)ra =2 k() xa!
identité que I'on peut encore écrire sous la forme

(7 xa) syl = Vxyx (zxal),

donc

donc z7! € Z. O

Remarque: Si G est commutatif, le centre de G est G lui-méme.

Exemple 1.18. — Vérifier que le centre du groupe des matrices 2 X 2 in-
versibles (pour le produit) est l’ensemble des matrices de la forme C - Id avec

C #0.

Théoréme 1.2. — Soit (G,*) un groupe et H;, pour i € I une famille de
sous-groupes de (G, *). Alors, H = ﬂHZ est un sous-groupe de (G, *).
el
Démonstration. — On vérifie que H est non vide car e € H; pour tout i € I.
Soient x,y € H, alors x,y € H;, pour tout i € I. Etant donné que (H;, *) est
un groupe, on en déduit que z x y~' € H;. Donc zxy~ ' € ﬂHZ = H. Le
el
résultat est alors une conséquence de la Proposition 1.4. O

Remarque: Attention, en général une union de sous-groupes n’est pas un
sous-groupe.

Définition 1.5. — Soit (G, *) un groupe et X C G. On note < X > le sous-
groupe engendré par X, c’est-a-dire lintersection de tous les sous-groupes de
(G, %) qui contiennent X (autrement dit < X > est le plus petit sous-groupe
de G qui contient X ).
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Remarque: Si X = {z} est réduit a un singleton, le sous-groupe engendré
par {z} est {z"} (avec n € N si ce groupe est infini, et sinon, n =0,...k —1,
ou k est l'ordre de x. On note < x > ce groupe.

Définition 1.6. — Soient (eq,---eq) d vecteurs de R? formant une base de
R?. On appelle réseau engendré par (e1,---eq) l’ensemble
Zey + - - + Zeg.

C’est un sous-groupe de (RY, ).
Proposition 1.6. — Soit (G,*) un groupe et x € G. Alors
<z >={2":neZ}.
Démonstration. — Etant donné que < x > est un groupe qui contient z, il
contient aussi ", pour tout n € Z. On peut donc affirmer que
{z":neZ}c<x>.

D’autre part, on sait que ({z" : n € Z}, ) est un groupe (voir exemple 1.16),
¢’est donc un sous-groupe de G qui contient . On a donc I'inclusion

<z>C{z" :nel}.
Ce qui termine la démonstration. O
On montre de la méme fagon que
Proposition 1.7. — 1 Soit (G,*) un groupe et X C G. Alors
<X>={yeG:3neN, y=ux1x...*xx,
o (r;€X ou x;'eX), Vi=1,...,n} .



CHAPITRE 2

GROUPES QUOTIENTS ET MORPHISMES

2.1. Relations d’équivalence

Définition 2.1. — Soit E un ensemble. Une relation entre les éléments de
est un sous-ensemble R de E x E. On note a R b si le couple (a,b) appartient
a R, et on dit que a est en relation avec b.

Soit R une relation définie sur un ensemble F.
Les propriétés usuelles que peut vérifier une relation sont les suivantes:
— R est réflexive si
Vee EF, zRx.
— R est symétrique si
Ve,ye £, 2Ry — yRx.

— R est antisymétrique si

Ve,ye E,si zRyet yRzxz alorsz=uy.
— R est transitive si

Ve,yz€ E, (¢Ry et yRz) =—zRz.
Deux classes de relations jouent un role particulierement important.

Définition 2.2. — On dit que R est une relation d’équivalence si R est
réflexive, symétrique et transitive.

On dit que R est une relation d’ordre si R est réflexive, antisymétrique et
transitive.

Exemples:

— Si E est un ensemble, la relation AR B si A C B est une relation d’ordre
sur P(E).

— Soit a € N*; sur Z, la relation n /R m si n — m € aZ est une relation
d’équivalence.
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— Sur C la relation z R 2’ si |z| = |2/| est une relation d’équivalence.

Définition 2.3. — Si R est une relation d’équivalence sur E alors la classe
d’équivalence de x est le sous ensemble de E défini par
t:={ye X : 2Ry}
On rappelle la définition d’une partition d’un ensemble X.
Définition 2.4. — Soit I une famille d’indices, et (X;)ier une famille de

sous-ensemble de E indexée par I (c’est-a-dire que l’on se donne une applica-
tion de I dans P(E)). On dit que (X;)ier forme une partition de X si

X:U&

i€l
et st
VZ#], XZﬁXJZQ
Proposition 2.1. — Les classes d’équivalence d’une relation d’équivalence

sur X forment une partition de X.

Démonstration: Pour tout z € E, x € &, d’ ou la premiere propriété. Et
si &, et ¢ ont un élément z en commun, alors xRz et 2Ry, donc xRy et donc
Z =1, d’ ou la deuxieme propriété.

On note X/R l'ensemble des classes d’équivalence de la relation R sur X.

Remarque: On vérifie facilement que, réciproquement, pour toute parti-
tion de F, il existe une relation d’équivalence dont les classes d’équivalence
sont les éléments de cette partition.

Exemples: Reprenons les deux exemples déja mentionnés:
Tout d’abord, sur Z, la relation n R m si n—m € aZ; les classes d’équivalence
sont les a sous-ensembles de Z suivants:

Vk=0,---a—1, k=k+aZ.
Sur C la relation z R 2’ si |z| = |2/] :
centrés en 0.

les classes d’équivalence sont les cercles

2.2. Théoréme de Lagrange

Proposition 2.2. — Soient (G, *) un groupe et H un sous-groupe de G. On
consideére la relation R sur G par

TRy <= axxy 'e€H

La relation R est une relation d’équivalence sur G.



2.2. THEOREME DE LAGRANGE 21

I = e qui appartient & H donc

Démonstration. — Pour tout x € Gon a x*xz~
Vx € G, R x. La relation est donc réflexive.
Si x xy~! € H, alors son inverse appartient aussi & H, mais cet inverse est
y* 2~ !, donc y*2~! € H. La relation est donc symétrique.
SizRyetyRz, alors xxy~! € Hetysz! € H. Donc (zxy ) (y*xz71) =
x* 2~ ' € H, c’est-d-dire 2 R z. La relation est donc transitive. ]

On notera & la classe d’équivalence de = pour la relation R et on notera
G/ H l'ensemble des classes d’équivalence pour la relation R (I'intérét d’utiliser
cette notation plutot que la notation précédente G /R est qu’elle fait apparaitre
explicitement le sous-groupe utilisé dans le quotient).

Théoréme 2.1 (de Lagrange). — Soit (G, *) un groupe fini et H un sous-
groupe. Alors, le cardinal de H divise le cardinal de G. De plus

Card(G) = Card(G/H) Card(H)

Démonstration. — On a une partition de GG en classes d’équivalence de la
relation R.
Etudions la classe d’équivalence d’un élément z. On a

i={yeG: xzxy'ecH}

Mais z*y~! € H signifie qu’il existe a € H tel que y = a~ 'z, donc & est I'image
de H par I'application a — a1z, qui est clairement injective. Cette image a
donc Card(H) éléments. Donc toutes les classes d’équivalence ont le méme
nombre d’éléments, a savoir Card(H). Ces classes d’équivalence formant une
partition de GG, on a bien le théoreme.

O

Définition 2.5. — Soit (G,*) un groupe fini, et H un sous-groupe de G.
L’indice de H dans G, noté [G : H|, est le cardinal de G/H.

Voici quelques conséquences du Théoreme de Lagrange.

Proposition 2.3. — Soit (G, *) un groupe fini et x € G. Alors l'ordre de x
divise le cardinal de G.

Démonstration. — On remarque que < z > est un sous-groupe de (G, %) dont
le cardinal est égal a 'ordre de x. Le résultat est alors une conséquence directe
du Théoreme de Lagrange. O

Exemple 2.1. — Soit (G,*) un groupe non abélien de cardinal égal a 8.
Alors G admet un élément d’ordre 4.
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Démonstration. — Soit a € G. Grace au théoréeme de Lagrange, on sait que
I’ordre de a divise 8. Donc, l'ordre de a est égal a 1,2,4 ou 8. Si 'ordre
de a est égal a 1, c’est que a = e. Maintenant, si 'ordre de a est égal a 8
alors nécessairement G =< a > et (G, x) serait abélien, ce qui est contraire a
I’hypothese. Conclusion, si a # e, 'ordre de a est soit égal a 2 soit égal a 4.
Si l'ordre de tous les éléments de G \ {e} était égal a 2 alors (G, *) serait
abélien (voir exemple 1.14). Conclusion, il existe au moins un élément de G
qui est d’ordre 4. O

2.3. Compatibilité d’une relation avec une loi de composition in-
terne

Définition 2.6. — Soit E un ensemble muni d’une loi de composition in-
terne x. Une relation d’équivalence R sur E est compatible avec la loi *x si
(axx) R (bxx)

e B aRp = veerd (TR0

Exzemple 2.2. — La relation sur C définie par z R 2’ si |z| = |2/| est com-
patible avec la multiplication, mais pas avec ’addition.

Proposition 2.4. — Soit E un ensemble muni d’une loi de composition in-

terne x et R une relation d’équivalence sur E compatible avec la loi . On

peut définir une loi de composition interne % sur E/R de la facon suivante:
akb = a * b.

Démonstration. — Pour que * soit bien défini, il faut vérifier que la définition

ne dépend pas des représentants choisis dans a et b. Soient donc a € a et

b €b. Alors

a’;kb’:a’*b car bRV

et

' xb=axb caraRd

O

Proposition 2.5. — Soit (G,*) un groupe et R une relation d’équivalence
sur G compatible avec x. Alors (G/R,*) est un groupe.

Montrons ’associativité. On a
(axb)xc=ax(bxc)

donc

donc
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Le reste de la démonstration est est similaire et laissé en exercice. On remar-
quera que 1’élément neutre est é et le symétrique de a est a=1.

Remarque : De méme, si * est commutative, alors * est également com-
mutative.

Exemple: Construction de R

On ne donne que le schéma général de construction. Certains calculs un
peu fastidieux sont laissés en exercice.

On suppose construit Q. Une suite de rationnels (a,)nen est de Cauchy si,
pour tout rationnel € > 0 il existe IV tel que

Vn,m > N, lan — am| < €.

On dit qu’une suite (r,,) de rationnels tend vers 0 si, pour tout rationnel € > 0
il existe N tel que
Vn > N, Irn] < e.

On introduit alors une relation d’équivalence entre suites de Cauchy de ra-
tionnels: Deux suites (ay,) et (by,) sont équivalentes si a,, — b, — 0. On vérifie
alors que I’addition et la multiplication (terme & terme) des suites sont com-
patibles avec cette relation d’équivalence. L’ensemble quotient, est donc ainsi
muni de deux lois de composition internes, + et x, qui héritent des propriétés
de ces lois sur Q. On “identifie” le rationnel ¢ a la classe d’équivalence de la
suite constante égale a q.

2.4. Compléments sur Z/nZ

Soit n € N*. On considére maintenant la relation sur Z:
aRb si a—>b est multiplede n.

C’est clairement une relation d’équivalence sur Z appelée congruence modulo
n. Si a R b, on notera:

On a alors
a=a+nZ.
et )
Z/nZ ={0,1,...,n—1},

On remarque que l’on a quotienté Z par le sous-groupe nZ. L’ensemble des
classes d’équivalence pour cette relation est donc noté Z/nZ.

La relation d’équivalence est compatible avec la somme et le produit usuels
des entiers. En effet, si a —b est multiple de n , pour tout ¢, (a+c)— (b+c) est
multiple de n, et ac — be est multiple de n. On en déduit que Z/nZ est muni
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de deux lois de compositions internes + et x, que (Z/nZ,+) est un groupe
commutatif, et que x est commutative.

Exemple 2.3. — Prenonsn =3, alors Z/3Z = {0,1,2} et la table d’addition
dans Z./3Z est donnée par

+of[1]2
0fo[i]2
ifif2]o
22101

On pourra comparer cette table a celle obtenue dans [’exemple 1.3.

Remarque: Attention, certains résultats vrais sur Z deviennent faux dans
Z/nZ Ainsi, il peut y avoir des diviseurs de 0: Par exemple, dans Z/6Z,
2x3 = 6 = 0. Ou encore certains éléments de Z/nZ peuvent diviser 1; ainsi,
dans Z/87, 3x3 =9 = 1.

La prochaine proposition utilise une idée qui revient constamment dans
I'étude des groupes finis (on laisse la démonstration du lemme en exercice).

Lemme 2.1. — Soit E un ensemble fini, et o une application de E dans E.
Alors, on a léquivalence:

o injective <= 0o surjective <= o bijective.

Proposition 2.6. — Soit p > 2 un nombre premier. L’ensemble (Z/pZ)*
muni de la loi X est un groupe commutatif.

Démonstration. — En effet, la multiplication est associative (conséquence de
Iassociativité dans Z), et 1’élément neutre est donné par 1. Montrons main-
tenant que chaque élément a est inversible; pour cela, on considére 'application
0o de (Z/pZ)* dans lui-méme définie par k& — @ x k. On remarque que, si
1<k<k <p-—1,les éléments k x a et k' x a sont distincts; en effet, si tel
n’était pas le cas, (K’ — k) a serait un multiple de p. Or k' — k < p et nous
avons supposé que p est un nombre premier, donc nécessairement, p devrait
diviser a, donc @ = 0, ce qui est contraire & 'hypothese.

Donc, quand k varie de 1 a p — 1, les éléments k x @ sont deux a deux
distincts et o, est donc injective, donc surjective. En particulier, il existe k
tel que kxa=1. ]

Une conséquence du théoreme de Lagrange et de la proposition précédente
est une démonstration tres simple du “petit théoreme de Fermat”.

Théoréme 2.2 (Petit Théoréme de Fermat). — Soit p > 2 un nombre
premier et a € (Z/pZ)*. Alors a?~! = 1.
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Démonstration. — Puisque p est premier, ((Z/pZ)*, x) est un groupe a p — 1
éléments. Ensuite, il suffit d’utiliser que 'ordre d’un élément a divise p — 1,
donc P~ = 1. O

2.5. Morphismes

Nous avons déja remarqué que certains groupes ont la méme table de com-
position. C’est par exemple le cas pour (Z/3Z, +) et du groupe des racines cu-
biques de 'unité, muni de la multiplication (ce qui n’est d’ailleurs pas étonnant
puisque nous avons par ailleurs montré qu’il n’y a qu’une seule loi de composi-
tion possible sur un ensemble & trois éléments qui en fasse un groupe). C’est la
notion de morphisme qui fournit le bon cadre pour expliquer ces similitudes.

Définition 2.7. — Soient (G,x) et (G', ') deuz groupes et f : G — G’ une
application. On dit que f est un morphisme de groupes si

Ve,ye G flaxy) = fla) ¥ f(y).
Un endomorphisme de groupes est un morphisme d’un groupe dans lui méme.
Exemple 2.4. — Vérifier que exp : R —]0,400[ est un morphisme de
groupes de (R,+) dans (]0,00[, -).

0

Exemple 2.5. — Vérifier que Uapplication § — € est un morphisme de

groupes de (R, +) dans (U, -).

Exemple 2.6. — Vérifier que l'application de C* dans GL2(R) (ensemble des
matrices 2 X 2 a coefficients réels et inversibles) définie par

. < a —b )
a+ib —
b a
est un morphisme de groupes.

Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. On note e I’élément neutre de
(G, %) et € I’élément neutre de (G', ).

Proposition 2.7. — Les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) fle)=¢,
(ii) Pour tout x € G et pour tout n € Z, f(z™) = (f(z))". En particulier,

fla™) = (f(2)"

Démonstration. — En utilisant le fait que f est un morphisme de groupes, on
peut écrire

fle) = flexe) = fle) ¥ f(e).
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On compose par f(e)~ !, le symétrique de f(e) pour la loi #'. On trouve
¢ =fle)7 ¥ fle) = fle)"+ (fle) ' fle))
= (fle)7 ¥ fle)) ¥ fle) =€+ f(e) = f(e).

Ce qui montre que f(e) = ¢’
Soit x € G, on calcule

¢ =fle)=flexa™") = fla) fla™"),
donc f(z~!) est le symétrique de f(x) pour la loi . Conclusion :
fla™h) = (=)
On démontre par récurrence sur n € N, que
f") = (f(@))".
Enfin, pour tout n € N, on peut écrire
fl@™) = f(@)™h = (f@m) = (f@)") = fla)™.

Ce qui termine la démonstration. ]
Proposition 2.8. — Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. Alors

(i) Pour tout sous-groupe H de (G, ),

f(H)={f(x)eG :z€ H}

est un sous-groupe de (G',%').
(ii) Pour tout sous-groupe H' de (G',*),

FUH) = {z € G : f(z) € H'}
est un sous-groupe de (G, *).

Démonstration. — Vérifions la premiere assertion. On a e € H donc, €/ =
f(e) € f(H). Soient o',y € f(H). Alors il existe z,y € H tels que

o' =f(x) et ¥ =f(y
Alors
¥y = f@) K (F) T = f@) ¥ fyT) = flaxyTh) € f(H),
car H est un sous-groupe de (G, ). Ce qui termine la démonstration de (i).

Vérifions maintenant la deuxieme assertion. On a €’ € H et f(e) = ¢’ donc
e € f~Y(H"). Soient x,y € f~1(H’), alors

flaxy™) = fl@)« fly™") = fl2) ¥ (f(y) e H',
car H' est un sous-groupe de (G’,+’). Ce qui termine la démonstration de
(i) O
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Définition 2.8. — Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. On note
Ker (f)=f1({}):={z € H : f(x)=¢},

le noyau de f et on note
Im (f) = £(G) == {f(z) €G' : 5 € G},
I'image de f.

Proposition 2.9. — Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. Alors f
est injectif si et seulement si Ker (f) = {e}.

Démonstration. — On suppose f injectif et soit = € f~({e’}). Par définition,
f(z) =€ = f(e) donc x = e et par conséquent Ker (f) = {e}.

Inversement, supposons que Ker (f) = {e}. Soient x,y € G tels que f(z) =
F(). Alors, f(xy1) = f(2) ¥ (f(y) " = f@) « (F@))"! = ¢ Done
x*y~! € Ker (f) donc 2 xy~! = e et par conséquent z = y. Ce qui prouve
bien que f est injectif. O

Proposition 2.10. — Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. Alors,
(Ker (f),*) est un sous-groupe de (G,x*) et (Im (f),*") est un sous-groupe de
(G",+).

Démonstration. — C’est une conséquence facile de la proposition 2.8.
O

Exemple 2.7. — Soit H un sous-groupe de (G, ). Vérifier que l'application
[+ H — G définie par f(x) = x est un morphisme de groupes (ce morphisme
de groupe est appelé injection canonique ).

Exemple 2.8. — L’application déterminant définie sur GLy,(R), l’ensemble
des matrices n x n a4 coefficients dans R qui sont inversibles est un morphisme
de groupe (le groupe d’arrivée étant (R*,.)). En effet, si A, B € M,(R) on a

det (A - B) =det (A) det (B)
Exemple 2.9. — Soit (G,*) un groupe et x un élément de G. L’application
keZ— 2k eq,
est un morphisme de groupes.

On démontre immédiatement le résultat suivant :

Proposition 2.11. — La composée de morphismes de groupes est un mor-
phisme de groupes.
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Exemple 2.10. — On appelle groupe de Moebius les fractions rationnelles

b
du type ar + avec ad — bc # 0. On vérifie que la composition est une loi

cx +
de composition interne et qui en fait bien un groupe, et que l'application de

(GL2(R), x) dans le groupe de Moebius définie par

a b _)aa:—i—b
c d cr+d

est un morphisme de groupe.

Nous nous intéressons maintenant aux morphismes bijectifs.

Définition 2.9. — Un isomorphisme de groupes est un morphisme de grou-
pes bijectif.  Un automorphisme est un isomorphisme d’un groupe dans lui
méme. On dit que deux groupes (G,x) et (G',*") sont isomorphes s’il existe
un isomorphisme de (G, %) dans (G',*"). On note alors (G, *) ~ (G',+').

Si G et G’ sont finis, cela signifie qu’ils ont la méme table de composition
(& une permutation des éléments pres).

Exemple: (Z/nZ,+) et le groupe (Up, x) des racines n-iemes de 1'unité

sont isomorphes, le morphisme étant ’application k — e2ikm/n

Proposition 2.12. — Soit f un isomorphisme de groupes, alors f~' est un
isomorphisme de groupes.

Démonstration. — Soient z’,3y' € G'. On calcule en utilisant le fait que f est
un morphisme de groupes

FUTHE) 7)) = FUTHEN K FUTHY) =2y
On compose par f~! pour conclure que
Fa) = U y) = "+ y)
Ce qui montre que f~! est un morphisme de groupes. ]

Théoréme 2.3. — L’ensemble Aut (G) des automorphismes du groupe (G, x)
muni de la loi de composition des applications o est un groupe.

Démonstration. — Laissé a titre d’exercice. O

Exemple 2.11. — Soit (G,*) un groupe. Pour tout a € G, on note oq :
G — G Dapplication définie par

oo(r) =axzxa !

C’est un automorphisme de G appellé automorphisme interne.
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L’application o : G — Aut (Q) définie par o(a) = o, est un morphisme de
groupes. On vérifie que Kero est le centre de G (voir Définition 1.4).

Exzemple 2.12. — Soit E un ensemble de cardinaln. Soit f : E — {1,...,n}
une application bijective. On note Sg l’ensemble des bijections de E dans F,
muni de o, la loi de composition des applications et on note

F: SE — Sn
Uapplication définie par
F(o) = fooof™,
pour tout o € Sg. Alors F' est un isomorphisme de groupes.
Proposition 2.13. — Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. On

suppose que (G,x) et (G',«") sont deux groupes finis de méme cardinal. Si f
est injectif, alors f est un isomorphisme de groupes.

Démonstration. — 11 faut montrer que f est surjectif. Remarquons que f
étant injectif, le cardinal de I'image de f est égal au cardinal de G qui par
hypothese est égal au cardinal de G’. Donc Im (f) = G’ ce qui montre que f
est surjectif. O

Proposition 2.14. — Soit f un isomorphisme du groupe (G, *) dans le groupe
(G', ). On suppose que (G, x) est abélien, alors (G',+") est abélien.
Démonstration. — Soient ',y € G'. On note x = f~1(a') et y = f~1(¢/).
Le groupe (G, %) étant abélien, on a x * y = y * = donc, on peut écrire

o'y = fla) ¥ fly) = flaxy) = flyxz) = fly) « fa) =y « 2
Ce qui montre que (G, *") est abélien. O
Exemple 2.13. — Grace a la proposition précédente, on peut vérifier que

(Z/6Z,+) et (S3,0) ne sont pas isomorphes. En effet, le premier groupe est
abélien alors que le deuxiéeme ne l’est pas (voir l'exemple 3.4).

2.6. Sous-groupes distingués

Dans la démonstration du théoréeme de Lagrange, nous avons vu que, si H
est un sous-groupe de GG, on peut considérer la relation d’équivalence
TRy <= zxy 'eH

Une question naturelle est de savoir si cette relation est compatible avec la loi
*; en effet, nous avons vu que c’est est une condition nécessaire pour pouvoir en
déduire une loi de composition interne sur G/H. Rappelons qu'il faut vérifier
que

Vr,y, z, TRy — r+xa R yxa etaxzx R axy.
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En ce qui concerne le premier point, x Ry s’écrit x x y~' € H et donc
zxax(yxa) t=zxy teH,
donc z xa R y*a. La condition a xx R a*y s’écrit
axrxy txal e H;

cette condition n’a, en général, pas de raison de se déduire de la condition
x*y ! € H. On notera toutefois qu'elle est trivialement vérifiée si * est
commutative.

Si x n’est pas commutative, on introduit la définition suivante qui est donc
motivée par le fait que 'on puisse quotienter G par son sous-groupe H.

Définition 2.10. — On dit qu’un sous-groupe H de (G, *) est distingué s’il
est stable par conjugaison, c’est-a-dire si

Vre G, VyeH, rxyxz ' e H
On notera H < G.

La motivation que nous avons donnée montre donc que, si H est distingué,
on en déduit une loi de composition interne sur G/H qui en fait un groupe.

Exemple 2.14. — On vérifie que {e} et G sont des sous-groupes distingués
de (G, *).
Exemple 2.15. — Six est commutative, tout sous-groupe de G est distingué.

Ainsi, l'ensemble U := {z € C : |z| = 1} des nombres complexes de module
un est un sous-groupe distingué de (C*,-). Soit n € N*. L’ensemble U, :=
{z € C : 2™ =1} des racines n-iémes de l'unité est un sous-groupe distingué
de (U,-).

Proposition 2.15. — L’intersection d’une famille de sous-groupes distingués
de (G, *) est un sous-groupe distingué de (G, *).

Démonstration. — Soient (H;);c; une famille de sous-groupes distingués de
(G,%). On note H = NerH;. On sait déja que H est un sous-groupe de
(G,*). Soit x € Gety € H, pour tout i € I, y € H; donc x xy*x~ ' € H;.
Donc, zxy *x~! € H. Ce qui montre que H est distingué. O

Rappelons que, d’apres la Proposition 2.10, si f : G — G’ est un mor-
phisme de groupe alors (Im (f), *’) est un sous-groupe de (G’, *’). Nous avons
la proposition suivante, qui fournit une motivation supplémentaire pour I’étude
des sous-groupes distingués, puisque ceux-ci apparaissent naturellement comme
les noyaux des morphismes de groupes.

Proposition 2.16. — Soit f : G — G’ un morphisme du groupe (G, x) dans
le groupe (G', ). Alors les propriétés suivantes sont vérifiées :
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(i) Ker (f) < G.
(ii) Si H <G alors f(H) <Im (f) :={f(z) : x € G}.
(iii) Si H' < G" alors f~Y(H') < G.

Démonstration. — Vérifions la premiere propriété. Soit z € Ker (f) et y € G.
Calculons

flyxzxy ™) =fly)« f(z)« fly™") = fly) e+ fly™)
= fl)* (fly)'=¢

donc y * x x y~! € Ker(f) ce qui montre que Ker (f) est un sous-groupe
distingué de (G, *).

Vérifions maintenant la deuxieme propriété. On suppose que H est un sous-
groupe distingué de (G, ). Soit z’ € f(H) et ¥ € Im (f). Il existe x € H tel
que 2/ = f(z) et y € G tel que y = f(y). Calculons

y' Ky T = Fy) K f@) K (fy) T = fly sy,

Etant donné que H est un sous-groupe distingué de (G, *), nous en déduisons
que yxz*y ' € H. Doncy/ ' x+' ¢/ ~! € f(H). Ce qui montre que f(H) est
un sous-groupe distingué de (Im (f), *').

Enfin, vérifions la derniere propriété. On suppose que H’ est un sous-groupe
distingué de (G',*’). Soit z € f~1(H') et y € G. 1l existe un unique =’ € H’
tel que f(z) = 2/. Calculons

flyszxy N =f) < fl@)« (fy™) = fly)« 2"« (fy) ' e H

car H' est un sous-groupe distingué de (G’, «’). Nous en déduisons que y * x *
y~! € f~Y(H’), ce qui montre que f~'(H’) est un sous-groupe distingué de
(G, ). O

Exemple 2.16. — L’ensemble SL,(R) des matrices n xn a coefficients dans
R dont le déterminant est égal a 1, est un sous-groupe distingué de (GLy,(R),.).

Théoréme 2.4. — L’application f : G/Ker f — Im f est un isomorphisme
de groupes.
Démonstration. — On vérifie dans un premier temps que f est un morphisme

de groupes (laissé en exercice). Ensuite, f est injective. En effet, si 7 = x Ker f
vérifie f(Z) = ¢’ alors, f(x) = € donc x € Kerf. En particulier z Kerf =
Ker f = €. Enfin, on vérifie que f est surjective. En effet, si y € Im f alors, il
existe x € G tel que f(x) =y. Si T = zKerf, on peut écrire, f(z) = f(z) = y.
Ce qui termine la démonstration. O
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On résume cela avec le schéma suivant:

a 1 ¢

m l T 1

G/Ker f SN Im f
ol i est l'injection canonique de Im f dans G’ définie tout simplement par
i(z) = x, est un diagramme commutatif, c’est-a-dire que f est I'unique iso-
morphisme de groupes tel que

f=iofon

Corollaire 2.1. — Si (G, %) et (G',*") sont des groupes finis et f : G — G’
est un morphisme alors

|G| = | ker f[ [Im f].
Démonstration. — Comme f est un isomorphisme, on a
|G/ ker f| = [Im f].

D’apres le théoréeme de Lagrange, le membre de gauche vaut |G|/|ker f|, ce
qui donne le résultat voulu. ]



CHAPITRE 3

QUELQUES EXEMPLES DE GROUPES

3.1. Groupes monogenes et groupes cycliques

Définition 3.1. — On dit qu’un groupe (G, *) est monogene s’il existe x € G
tel que G =< x >. On dit alors que G est engendré par x ou bien que x est
un générateur de G.

On remarque qu’un groupe monogene est abélien.

Exemple 3.1. — Le groupe (Z,+) est monogéne. Il a exactement deux générateurs,
qui sont 1 et —1.

Définition 3.2. — On dit qu’un groupe (G, x*) est cyclique s’il est monogéne
et fini, autrement dit, si G est fini et s’il existe x € G tel que G =< x >.

Ezxemple 3.2. — Soit n > 1. Le groupe (Z/nZ,+) un groupe cyclique, en-
gendré par 1.

Définition 3.3. — Soit (G, *) un groupe et x € G. On dit que x est d’ordre
fini si < x > est fini (donc cyclique) et si tel est le cas, le cardinal de < x >
est appelé ordre de x.

Exzemple 3.3. — Soit n € N*. Vérifier que (Uy,-) ou
U, ={e¥"n €C : ke Z},
est l’ensemble des racines n'*™* de l'unité, est un groupe cyclique.
Voici maintenant une conséquence directe du théoreme de Lagrange.

Proposition 3.1. — Soit (G,x) un groupe fini de cardinal p ot p est un
nombre premier. Alors G est cyclique.

Démonstration. — Soit z € G tel que z # e. Alors, 'ordre de x divise p et
est > 2. Donc 'ordre de x est égal a p. O
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Proposition 3.2. — Soit (G, *) un groupe et x un élément de G. Alors l’ensemble
H des entiers relatifs m tels que ™ = e est un sous-groupe de Z. Plus
précisément:

— Si x est d’ordre infini, alors H = {0}.
— Six est d’ordre finin alors H = nZ et n est aussi le plus petit entier de
N* tel que 2" = e. On a alors < x >= {e,z,..., 2" 1}

Démonstration. — On considere le morphisme

. (Z,+) — (<x>,%)
e { k — xk.

On sait que ker @ est un sous-groupe de (Z,+), donc il existe k € N tel que
ker ® = kZ.

Premier cas : k = 0. Alors ® est injective et x est donc d’ordre infini. Deuxieme

cas !

k > 0. Alors tout entier m tel que ™ = e est multiple de k. Donc k est bien
le plus petit entier strictement positif ayant cette propriété. Montrons que

(1) <z>={ex, ... a" 1}

En effet, si y €< x > alors il existe m tel que y = ™. En effectuant la division
euclidienne par k: m = ak +r avec r € {0,--- ,k — 1}, on trouve

r T

m:xakJrr:(xk)a*xr:e*x =z,

T
Finalement les éléments de = {e, z,...,z* '} sont bien deux & deux distincts
car si ’on considere deux éléments xP et £ dans cet ensemble avec, par exemple
p < g, tels que 2P = x4, alors on a 9P = e, et donc k divise ¢ — p. Mais
comme 0 < ¢ —p < k, on doit avoir ¢ = p. On obtient donc (1) et le fait que
card < x >= k. On en conclut que k = n. ]

Donnons une conséquence importante de la proposition ci-dessus, pour les
groupes monogenes.

Corollaire 3.1. — Soit G un groupe monogene de générateur x.

— Si G est infini alors G = {a",n € Z} et les éléments de [’ensemble de
droite sont deux a deux distincts.

— 8i G est fini alors G = {e,z,...,2" 1} oun est l'ordre de . En partic-
ulier Uordre de tout générateur de (G, x) est égal au cardinal de G.

Corollaire 3.2. — Soit (G, *) un groupe monogéne engendré par x € G.

(i) St G est infini, alors Uapplication ® : n € Z — z™ € G est un isomor-
phisme de groupes. En particulier, (G,x*) est isomorphe a (Z,+).
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(ii) Si G est cyclique de cardinal n, l'application
keZ/nZv—s ¥ e G,

(ot k € k) est un isomorphisme de groupes. En particulier (G, %) est
isomorphe & (Z/nZ,+).

Démonstration. — Dans le cas ou G est infini, la proposition ci-dessus assure
que ker® = {0}, et la surjectivité découle du fait que x engendre G. En
conséquence, ¢ est un isomorphisme de (Z, +) dans (G, *).

Si G est cyclique d’ordre n alors ker ® = nZ. On considére alors I’application
f définie par f(k) = x* ot k € k. Il faut vérifier que cette application est bien
définie. Or si k, k' € k, on peut écrire ' = k + gn ou ¢ € Z. En particulier

l’k/ _ l’k % (l,n)q _ l‘k

Donc f (k:) ne dépend pas du représentant choisi dans k. On vérifie que ¢’est un
morphisme de groupes (le faire). L’application f est surjective car x engendre
G. Comme G et Z/nZ ont méme cardinal, le lemme 2.1 implique que f est
bijective, et est donc un isomorphisme. ]

Proposition 3.3. — Soit n € N*. Les générateurs de (Z/nZ,+) sont de la
forme a ot a et n sont premiers entre euz.

Démonstration. — Soit @ € Z/nZ un générateur de (Z/nZ,+). Alors, il existe
u € N tel que

wi=1i
Autrement dit, 1 — ua est un multiple de n. Donc, il existe v € Z tel que

au+nv=1,

on en déduit que a et n sont premiers entre eux. Inversement, si a et n sont
premiers entre eux, le Théoreme de Bézout nous assure qu’il existe u,v € Z
tels que

au+nv=1.

Alors, ua = 1 dans Z/nZ. On vérifie alors que @ est un générateur de
(Z/nZ,+). O

L’exemple 3.1 et la Proposition 3.3 sont des cas particuliers du résultat
général suivant :

Théoréme 3.1. — Soit (G, *) un groupe monogéne de générateur x. Alors :

(i) si G est infini, les générateurs de G sont x et x~1 |

(ii) si G est fini de cardinal n (donc G est cyclique), les générateurs de G
sont de la forme z* ot k et n sont premiers entre eu.
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Démonstration. — Soit 2’ un générateur de G. On a 2’ € G =< x > donc, il
existe k € 7Z tel que
z' =",

Inversement, x € G =< 2’ > donc, il existe k' € Z tel que

!
x=aF.
En particulier
!
x =k ,
autrement dit
/_
2Pl — ¢

On suppose que G est infini. Remarquons que, pour tout ¢ € Z*, zf # e
(autrement < x > n’aurait qu'un nombre fini d’éléments). Donc dans ce cas
on a nécessairement k&' —1 =0 donc k, k" € {£1}.

On suppose maintenant que G est fini. Dans ce cas, k k' — 1 est un multiple
de n, le cardinal de G (qui est aussi 'ordre de x). Donc, k et n sont premiers
entre eux. Inversement, si k et n sont premiers entre eux, on peut appliquer
le Théoreme de Bézout : il existe u,v € Z tels que

ku+nv=1

alors

I ku :l,ku-l—nv

r =T =T

donc < 7' >=< z > et 2’ est donc un générateur de G. O

Enfin, démontrons la :

Proposition 3.4. — 1 Soit (G, *) un groupe cyclique. Alors, tous les sous-
groupes de (G, *) sont cycliques.

Démonstration. — Soit z un générateur de (G, x). On a vu que
G={exz? . .. "'},
ol n est le cardinal de G. Soit H un sous-groupe de G. On note
m=min{p e {1,...,n—1} : 2 € H},
et
h=z"eH.
Soit y € H, il existe p € {0,1,...,n— 1} tel que y = aP. Effectuons la division
euclidienne de p par m
p=gm-+r
our €{0,...,m — 1}. On constate que

=PI =P s (™) T =yxh?i € H,
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comme produit d’éléments de H. Par définition de m, nécessairement r = 0
et par conséquent y = h?. On a donc montré que H =< h >, ce qui termine
la démonstration du résultat. O

3.2. Le groupe des permutations

Soit n € N*. On note S,, I'ensemble des bijections de {1,...,n} dans lui
méme. On munit S, de la loi o de composition des applications. On vérifie
que la loi o est associative, que 'application identité est 1’élément neutre et
que le symétrique d’un élément de S,, est la bijection réciproque.

Définition 3.4. — On dit que (Sy,,0) est le groupe des permutations de
l’ensemble {1,...,n}, on dit aussi que c’est le groupe symétrique d’ordre n.

Proposition 3.5. — Le cardinal de S, est égal d n!.

Démonstration. — Pour définir un élément de S, il faut déterminer 'image
de 1 pour laquelle on a n choix possibles, puis, I'image de 2 pour laquelle on a
n — 1 choix possibles, ... et enfin 'image de n pour laquelle on a un seul choix.
Donc au total n! choix possibles. O

Soit o € S,,. On pourra représenter 'application k — o(k) sous la forme
d’une matrice a 2 lignes.

B 1 2 ...0n
7=\ o) 02 ... on)
Cette notation est utile pour calculer la composition de deux éléments de S,,.
Donnons un exemple quand n = 4. Considérons o,¢’ € Sy données par

(123 4 . , (12 3 4
=2 31 4 ¢ T=\21 4 3 )"

O,_1234 123 4\ (12 3 4
7°7 =2 31 4 21 43) \3241)"
Pour déterminer 'image de 2 par o o ¢’ on détermine I'image de 2 par ¢’ en

regardant la deuxieme matrice, on trouve 1, ensuite on détermine I'image de
1 par o en regardant la premiere matrice.

Alors

Exemple 3.4. — On considére Ss, dont les éléments sont notés

(123 (123 (123
c=\l12 3 =12 31 =131 2
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B 2 3 (123 (123
51= 3 2 2=\ 3 2 1 =121 3

Donc S3 = {e,r1,r9, 51, S2,53}. Vérifier que la table de composition de la loi
o est donnée par

et

—_ =

o € |71 | T2 | S1|S2]| 83

(& € M | T2 | 81| S2 | S3

|| Tr1 | T2 € | 83 | S1 | S2

9 T9 & | S2 |83 | S1

S1 S1 | S2 | S3 e r | T

S9 S2 | S3 | 81| T2 (& T

S3 S3|S1|S2|T1 | T2 e

Remarquer que (Ss,0) n'est pas abélien. On retrouve la table que nous avons
déja trouvée dans ’exemple 1.13.

Définition 3.5. — On suppose que n > 2. On dit que 0 € S, est une
transposition s’il existe i # j tels que

o(i)=7j, o(j) =1, et olk) =k,
pour tout k #£ 1, j.

La transposition de S,, qui échange i et j est parfois notée 7; ;.

Remarque 3.1. — Une transposition est une involution, c’est-a-dire qu’elle
est égale a sa bijection réciproque.

Théoréeme 3.2. — Toute permutation de S, est le produit d’au plus n — 1
transpositions.

Démonstration. — La démonstration repose sur une récurrence sur n > 2.
Pour n = 2, le résultat est vrai car So ne contient que deux éléments :

I’application identité et la transposition qui échange 1 et 2.

On suppose que le résultat est vrai pour S, autrement dit que que toute
permutation de S, est le produit d’au plus n—1 transpositions. Soit ¢ € Sy, 41.
On distingue deux cas.

Premiérement, supposons que o(n+ 1) = n+ 1. Dans ce cas on peut définir
o € S, de la maniére suivante

o(k)=o0(k) pour ke{l,--- ,n}
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On vérifie que 7 est bien une bijection de {1,...,n} sur lui méme. On peut
alors appliquer I’hypothése de récurrence et écrire @ comme la composée d’au
plus n — 1 transpositions de .S,,.

0=T10...0T

ou k <n—1 et ol les 7; sont des transpositions de S,,. Pour tout:=1,...,k,
on note 7; la transposition de Sy, définie par
() =7i(j),
pour tout 7 =1,...,n et
Tiln+1)=n+1.
Alors on vérifie que
O=T10...0Tk

Conclusion, o est la composée d’au plus n — 1 transpositions.

Supposons maintenant que o(n+ 1) # n+ 1. On note 7 la transposition de
Snt1 définie par
T(o(n+1)=n+1
et
T(i)=1i si i¢{o(n+1),n+1}.
Alors ¢’ = 7 o 0 est une permutation de S,1; qui vérifie o'(n + 1) = n + 1.

D’apres ce que 'on vient de voir, on peut I'écrire comme la composée d’au
plus n — 1 transpositions

o =Ti0...01
ou k <n—1 et oules 7; sont des transpositions de S,,11. Conclusion,

O':T2OO':TO7'10...OTk

et o est bien la composée d’au plus n transpositions. Le principe de récurrence
nous permet d’affirmer que le résultat est vrai pour tout n > 2. O

Pour tout ¢ = 1,...,n — 1, on note 7; la transposition de .S,, telle que
(i) =i+1 Ti(i+1)=1 et Ti(k) =k
pour tout k ¢ {7, + 1}. On démontre la :

Proposition 3.6. — 1 Toute permutation de Sy est le produit de transposi-
tions de la forme ;, pouri =1,...,n—1. Autrement dit, si X = {7m,...,Tn—1},
alors S, =< X >.
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3.3. k-cycles }

On a la définition suivante qui généralise la notion de transposition :

Définition 3.6. — On suppose que n > 2 et k € {1,...,n}. On dit que
o €8S, est un k-cycle s’il existe i1,19, ..., deuxr a deux distincts, tels que

o(iy) =g, o(iz) =13, . o(ig—1) = ig, o(ig) =11,
et
Vi¢ i, iy, o(i)=1-
On dit que {iy,... it} est le support du k-cycle o.

Le k-cycle décrit ci-dessus est parfois noté (i1 ia ... ix).
Remarque 3.2. — Un 2-cycle est une transposition.

Voici quelques propriétés élémentaires des k-cycles.

Lemme 3.1. — Sio € S, est un k-cycle alors o* = Id.
Lemme 3.2. — Deux cycles de Sy, dont les supports sont disjoints, commu-
tent.

On souhaite maintenant démontrer le :

Théoréeme 3.3. — Une permutation de S, peut s’écrire comme le produit de
cycles de supports disjoints.

La démonstration de ce résultat repose sur la notion d’orbite d’un point
sous l'action d’un élement de S, :

Définition 3.7. — Soit s € {1,...,n} et 0 € S,,. On note
O, = {o"(s) : ke 7},
l'orbite de s sous 'action de o.

Lemme 3.3. — Soito € S,,. Les orbites des points de {1, ...,n} sous l'action
de o forment une partition de {1,...,n}. Autrement dit, il existe s1,...,S €
{1,...,n}, distincts tels que

O U ... UOs ={1,...,n}

et
Vi # 7§, Os, N Osj = (.
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Démonstration. — On remarque que deux orbites sont soit égales soit dis-
jointes. En effet, si O, N Oy # (), alors il existe k, k' € N tels que

¥ (s) = o (&)

k

En composant par ¢~ on conclut que

s = Uk/*k(s’ )

donc que s € Oy. En particulier, pour tout £ € Z, les images de s par of sont
aussi dans Oy donc Oy C Oy. On montre de la méme fagon que Oy C Oy,
conclusion, Og = Oy

Enfin, remarquons que tout élément s de {1,...,n} appartient au moins a
une orbite sous l'action de o : l'orbite de s sous 'action de o. Les orbites
des élements de {1,...,n} sous l'action de o forment bien une partition de
{1,...,n}. O

Démonstration du Théoréme 3.3. — Soit o € S,,. On considére une partition
de {1,...,n} en orbites sous 'action de o, deux a deux disjointes

{1,...,n}=01U...UO.
Pour tout j € {1,...,k}, on note ¢; le cycle défini par
oj(s) =o(s) si s€0;
et
pj(s) =s si s¢O;

Les cycles ¢1,...,¢, ayant des supports disjoints, ils commutent et, par
construction, si s € O; alors ¢;(s) = o(s) et ¢;(s) = s si i # j. Donc

pro...0¢(s)=0(s).

On a donc démontré que o était le produit de cycles dont les supports sont

deux a deux disjoints. O
Exemple 3.5. — Considérons o € Sg donnée par
o ( 1 23456 >
3 25 6 1 4
Les orbites des éléments de {1,...,6} sous l'action de o sont

O = {1,3,5}, Oy = {2} et Oy = {4,6}-

Donc o est le produit d’un 2-cycle et d’un 3-cycle comme suit :

123456\ (123456 1 2 3 4 5 6
3256 14) \32541°F6 1 2 36 5 4)°
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3.4. Signature d’une permutation

Rappelons qu’'une paire est un ensemble a deux éléments.

Définition 3.8. — Soit o € S, la signature de o est définie par la formule

: o(j) —o(i) o(j) —o(i)
signe) = [I === 11 ==
1<i<j<n Y {i.jteP J
ot P est l’ensemble des paires de {1,--- ,n}
Proposition 3.7. — L’application sign est un homomorphisme du groupe

(Sn,0) dans ({—1,1}, x). Autrement dit, pour tout o € Sy, on a sign(o) €
{£1}, et pour tout 0,0’ € S,

sign(o o 0’) = sign(o) sign(o”’) .
De plus, st T € S, est une transposition alors
sign(t) = —1.

Démonstration. — Dans la formule définissant sign(o) les termes du numé-
rateur et du dénominateur sont les mémes au signe pres, car ’application
(i,7) — (o(i),0(4)) est une bijection de I’ensemble P dans lui-méme. Donc o
est & valeurs dans {—1,1}. Pour calculer sign(o o ¢’), on écrit

sign(coo’) = H

000'(j) =000 (i)

yRuar Z;— 0 o'(i) ()~ o'(h)
- (T 7202 (L =)

Comme I’ensemble P est invariant par l'action de o, on en déduit en posant
i' = o(i) et 3/ = o(j) dans le premier produit, que

sign(o 0 0’) = <{ H}p a(j;)/ - ;(z")) ({kg P 0/(2 - Z/(k))
= sign(o)sign(o’)

Enfin, si 7 est une transposition (par exemple telle que 7(ig) = jo et 7(jo) = o
pour un couple iy < jo) on remarque que dans la formule qui donne sign(7) les
termes du dénominateur sont tous positifs alors que les termes du numérateur
sont tous positifs sauf 7(jo) — 7(ip) et les termes de la forme

7(jo) — 7(k) et 7(k) — 7(io) pour k=ig+1,...,50—1

Iy a2(jo —ip) — 1 tels termes donc sign(7), qui est le produit d’'un nombre
impair de —1, est égal a —1. O
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Remarque 3.3. — L’ensemble des o de S, de signature 1 est un sous-groupe
distingué (car noyau d’un morphisme de groupe) de (Sy,0), appelé groupe
alterné.






CHAPITRE 4

ANNEAUX ET CORPS

4.1. Définition et exemples

Soit A un ensemble muni de deux lois de composition internes + et x (on
utilisera donc les notations usuelles pour R).

Définition 4.1. — On dit que (A, +, X) est un anneau si les propriétés suiv-
antes sont vérifiées :

(i) (A,+) est un groupe additif (i.e. commutatif) d’élément neutre 04.
(ii) Il existe un élément neutre 14 pour la loi X.
(iii) La loi x est associative:

Va,y,z € A, rx(yxz)=(xrxXy) xz.
(iv) La loi x est distributive par rapport a la loi +:
Vo,y,z € A, rXx(y+z)=xxyt+axxz et (x+y)xz=xXxz+yxz.

St de plus la loi x est commutative, on dit que ’anneau est commutatif.

La distributivité de la loi x par rapport a la loi + permet de démontrer
quelques propriétés élémentaires des anneaux :
Proposition 4.1. — Soit (A,+, X) un anneau, alors :

(i) VQGA, Og xa=ax04=04.
(ii) Ya,b € A, —(a x b) = (—a) x b=a x (—=b).
(i) Si14 =04 alors A={04}.

Démonstration. — Pour démontrer la premiere propriété, il suffit d’utiliser la
distributivité de x par rapport a la loi 4+, pour écrire
a=axlpg=ax(1g+04)=axlg+ax04=a+ax0y4,

donc a x 04 = 04.
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Pour démontrer la deuxieme propriété, on utilise une fois de plus la dis-
tributivité de x par rapport a -+, on peut alors écrire

0a=(a+(—a)) xb=axb+(—a) xb,
donc (—a) x b= —(a x b). On montre de méme que a X (—b) = —(a x b).
Enfin, si 14 = 04, on peut utiliser la propriété (i) qui permet décrire
a=1lpxXxa=04 xa=04,

donc A est réduit & un élément. O

Exemple 4.1. — Vérifier que les ensembles suivants sont munis d’une struc-
ture d’anneau commutatif

(Zy+,), (Q,+, ), (R, +,), (C,+,") et(Z/nZ,+,-).

(pour ce dernier exemple, on vérifiera que la propriété de distributivité est
conservée par passage au quotient)

Exemple 4.2. — Soit E un ensemble et P(E) l’ensemble des parties de E
muni de la différence symétrique A et de de l'intresection. Alors (P(E),A,N)
est un anneau commutatif. L’élement neutre pour “l’addition” (A) est () et
I’élement neutre pour “la multiplication” (N) est E.

Exemple 4.3. — Soit n > 2. Vérifier que (M,(R),+, x) est un anneau non
commugtatif.

Exemple 4.4. — Polynémes: On rappelle que, formellement, un polynéme
a coefficients dans un anneau A est un élément de AN (c’est a-dire est une suite
infinie d’éléments de A) nul a partir d’un certain rang. Cette suite s’écrit donc
(ap,a1, a2, - an,0,0,---). Le plus petit n tel que Ym > n,a,, = 0 s’appelle le
degré du polynome. Par convention, on dit que le degré du polynome nul est
-00. Les polynémes sont munis d’une addition (I’addition usuelle des suites,
terme a terme) et d’un produit défini de la fagon suivante:

st a:(a07a17a27"'aTZ70707"') et b:(b07b17b27"'b170707"')7

le produit ¢ = a x b est la suite ¢ = (¢cg,c1,C2,"+* Cm, 0,0, ) (définie par

k
VE, k=Y apbpy.
p=0

(on vérifie facilement que cette suite est effectivement nulle au deld du rang
m=n+1).

L’élément neutre pour la multiplication est la suite (1,0,0,0---) que l'on
note donc 1. On note traditionnellement X la suite (0,1,0,0,0---). On vérifie
que X" = X x X... (n fois) est la suite

Xn:(()’()’...()’l?()?...)’
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n
ot le 1 est a la n+1 iéme position. Tout polynome peut donc s’écrire Z ap X",

k=0
On évitera de confondre un polynome avec son évaluation en x € A qui est

n
Uapplication de A dans A définie par P(x) = Zakxk (vérifier que cette ap-
plication est injective si A = R ou C mais q@];e Oce n’est plus la cas si A est
fini.
L’ensemble A[X] des polynomes a une indéterminée a coefficients dans
un anneau commutatif A, muni des lois d’addition et de multiplication des
polynomes, est un anneau commutatif.

Exemple 4.5. — Soit k > 2. On peut définir par récurrence l’anneau des
polynomes a k indéterminées par

R[X1,..., X5 = R[X1,..., Xp_1][Xs].

qui, muni de laddition et de la multiplication naturelles, est un anneau.

Exemple 4.6. — Soit O un intervalle de R et C(O) l’ensemble des fonctions
continues sur O, muni de [’addition et du produit usuels des fonctions. Alors
C(O) est un anneau.

Exzemple 4.7 — Soit D le disque unité ouwvert de C (D = {z: |z] < 1}).
Alors l'ensemble A des séries entiéres

flz) = Z anz"
n=0

dont le rayon de convergence est 1, et telles que f se prolonge en une fonction
continue sur D (muni de laddition et de la multiplication), est un anneau.

Dans les anneaux, on a la formule du binome de Newton :

Proposition 4.2 (Formule du bindme). — Soit (A, +, x) un anneau et
a,b € A deux éléments qui commutent

axb=bxa
Alors, pour tout n € N, on a

(a+b)" =Y Cha' xp =% <Z> a® x pnk

k=0 k=0

ko (n n! .
avee C = (k) % (n—k)!
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Démonstration. — La démonstration repose sur une récurrence sur n. Pour
n = 0et n =1, la formule est clairement vraie. On suppose que la for-
mule est vraie pour n. Calculons, en utilisant I’hypothese de récurrence et la
distributivité de la loi x par rapport a +

(a+b)n+1 (a—l—b) (a—l—b ch k—‘rlxbn k+zckakxbn+l k
k=0 k=0
On effectue un changement d’indices

n+1
(a—i—b n+1 ch 1akxbn+1 k chakxanrl k
k=1 k=0

Il suffit maintenant d’utiliser la formule du triangle de Pascal :

Cklyck=ck,,,

pour tout k =1,...,n. ]
Exemple 4.8. — 1 La formule du binome se généralise comme suit. Soit
(A, 4, X) un anneau, ai,...,an, € A des éléments qui commutent deuz & deu,

autrement dit
a; X a; = a5 X a;,

pour tout i,5 € {1,...,m}. Alors, pour tout n € N, on a

n' k Em
E1+..cAkm=n m
Définition 4.2. — Soit (A, +, X) un anneau. On dit que a € A est inversible
s’il existe b € A tel que
axb=bxa= 14.

On notera alors b= a~Y. On notera A® l’ensemble des éléments inversibles de
A.

Proposition 4.3. — (A®, X) est un groupe.

Démonstration. — Clairement, 14 € A®. Soient a,b € A®, alors a x b est bien
inversible, d’inverse b~! x a~!, donc X est un loi interne sur A®. Le reste est
évident et laissé au lecteur. O

Exemple 4.9. — Vérifier que Z* = {—1,1} dans (Z,+,-).
Exemple 4.10. — Vérifier que Q* = Q — {0} dans (Q,+,-).

Exemple 4.11. — Soit (A, +, X) un anneau. Vérifier que A[X|* = {P(X) =
a€c€ A[X]:ae A—{04}} (ensemble des polynomes constants non nuls) dans
(A[X], +, x).
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Ezemple 4.12. — Soit n > 2. Vérifier que k € Z/nZ est inversible dans
(Z/nZ,+, x), si et seulement si k et n sont premiers entre eut.

Démonstration. — On suppose que k est inversible. Alors, il existe K e Z/nZ
tel que k'xk' = 1. Autrement dit, k &’ — 1 est un multiple de n. Donc, il existe
m € Z tel que k&' +nm = 1. Ce qui montre que k et n sont premiers en eux
(Théoreme de Bézout).

Inversement, si k et n sont premiers entre eux, le Théoreme de Bézout nous
assure qu’il existe u,v € Z tels que ku +nv = 1. Dans ce cas k
dotx u4nxv=1. Autrement dit k%
dotu = 1, ce qui montre que k est inversible. O

Définition 4.3. — Soit (A,+, x) un anneau commutatif. On dit que a €
A —{04} est un diviseur de 0 si

e A—-{04} axb=04.
Proposition 4.4. — Soit (A,+, X) un anneau commutatif et a € A. Alors
a est inversible = a n’est pas un diviseur de 0,
ou, de maniére équivalente,

a est un diviseur de 0 = a n’est pas inversible.

Démonstration. — Supposons que a € A est inversible. Soit b € A tel que
a xb=04. On multiplie & gauche par a~! pour trouver b = 04. Donc a n’est
pas un diviseur de 0. ]

Définition 4.4. — On dit qu’un anneau commutatif (A, +, X) est intégre si

Va,be A, (axb=04 = (a=04 ou b=0y4))

Autrement dit, un anneau commutatif est intégre s’il ne contient aucun
diviseur de 0.

Ezemple 4.18. — Soit n > 2. Vérifier que lanneau (Z/nZ,+,x) est un
anneau integre, si et seulement si n est un nombre premier.

Exemple 4.14. — Vérifier que (Q+v2Q, +,-) est un anneau intégre (utiliser
le fait que \/2 n’est pas un rationnel).

Exemple 4.15. — (R[X],+, x) et (C[X],+, x) sont des anneaux intégres
(raisonner sur le degré des polynémes).



50 CHAPITRE 4. ANNEAUX ET CORPS

4.2. Corps

Définition 4.5. — Un corps (K,+, x) est un anneau non réduit a {0k}
dont tous les éléments non nuls sont inversibles. On dit que (K, 4+, X) est un
corps commutatif, si la loi X est commutative.

Exemple 4.16. — Vérifier que les ensembles suivants sont munis d’une struc-
ture de corps commutatif

(Qa+,')a(Ra+v') et ((Ca"i"')'

Exemple 4.17. — Vérifier que (Q++v/2Q, +,-) est un corps (on remarquera
que, pour tout x,y € Q,

_ T Y
2t — 2 Vo7
(z +v2y) PO Y Vﬁx2_2y2,

siz+V2y#0).
Ezxzemple 4.18. — Soit (A,+, X) un anneau intégre fini. Alors (A, +, x) est
un corps.
Démonstration. — Soit a € A —{04}. On considere 'application
fo A — A

b — aXxb

Dans un premier temps, on vérifie que cette application est injective. En effet,
si fo(b) = fa(b') alors fo(b—1b) =04 donc a x (b—1V) =0. Or, a n’est pas
un diviseur de 0, donc b — b/ = 04. Autrement dit b = b'. Comme A est fini,
le lemme 2.1 implique que que f, est surjective. En particulier, il existe b € A
tel que f,(b) =14, donc a admet un inverse pour la loi x. O

Nous allons maintenant construire le corps des fractions d’un anneau integre
commutatif. Soit (A,+, X) un anneau integre commutatif. On note A* =

AN{04}.

Lemme /4.1. — La relation ~ définie sur A x A* par
(a,b) ~ (¢,d) <= axd=bxc

est une relation d’équivalence.

Démonstration. — La relation est clairement réflexive et symétrique. Mon-
trons qu’elle est transitive. Supposons que (a,b) ~ (¢,d) et que (¢,d) ~ (e, f).
Alors a x d=0bx cet ¢ x f =d x e. Calculons

axdxex f=bxexdxe

donc
(ax f—bxe)xexd=0
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L’anneau étant integre et sachant que par hypothese, d # 0, on en déduit que
ax f=bxe ou c=0.

cas : La premiere égalité est vérifiée. Alors on a bien (a,b) ~ (e, f).

cas : ¢ = 0. Alors (a,b) ~ (c,d) entraine a = 0 et (¢,d) ~ (e, f) entraine e = 0.
Donc on a encore (a,b) ~ (e, f).

Cela prouve que (a,b) ~ (e, f) dans tous les cas. O

On note (a,b) ou encore 2 la classe d’équivalence de (a,b) € A x A* et

K := (A x A*)/ ~ l'ensemble des classes d’équivalence pour la relation ~.
La démonstration de la proposition qui suit (un peu fastidieuse, mais sans
difficulté) est laissée en exercice.

Proposition 4.5. — Soit A un anneau commutatif intégre. Les lois + et X
définies sur A par:

(a,b) + (¢,d) = (axd+bxcbxd)
et
(a,b) x (¢,d) = (axc,bxd)
sont des lois de composition internes qui sont bien définies sur A et qui mu-
nissent A d’une structure d’anneau. De plus elles sont compatibles avec la
relation d’équivalence ~. L’ensemble quotient K := (A x A*)/ ~ est donc un

anneau. De plus, si a # 04, (a,b) est inversible, d’inverse (b,a); K est donc
un corps, appelé “corps des fractions de A”.

De la méme facon que nous avons défini la notion de sous-groupe d’un
groupe, nous avons la

Définition 4.6. — Soit (A,+, X) un anneau et B C A. On dit que B est un
sous-anneau de (A, +, X) si
(i) Va,b € B, a—b € B.
(ii) Ya,b € B,a x b € B.
(iii) 14 € B.
Exemple 4.19. — 7 est un sous-anneau de Q qui est un sous-anneau de R

qui est un sous-anneau de C. Mais Z n’a pas de sous-anneau strict, car ce
serait un sous-groupe de Z contenant 1, et ce serait donc Z tout entier.

Dans le cas des corps, nous avons la
Définition 4.7. — Soit (K,+, %) un corps et B C K. On dit que B est un
sous-corps de (K, +, X) si

(i) B est un sous-anneau de (B,+, X).

(ii) Ya € B — {0k}, a™! € B.
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Exemple 4.20. — Soit (A,+, x) un anneau et X C A. Le sous-anneau en-
gendré par X est le plus petit sous anneau de (A, +, X) qui contient X . Il peut
aussi étre défini comme lintersection de tous les sous-anneauz de (A, +, X) qui
contiennent X . On laisse au lecteur le soin de définir ce qu’est un sous-corps
engendré.

Définition 4.8. — Une application f : A — B est un morphisme de l’anneau
(A, +, x) dans Uanneau (B, +', x") si

(i) Va,b e A, f(a+0b) = f(a)+ f(b).

(ii) Va,b e A, f(a x b) = f(a) x" f(b).

(i) f(14) = 1.

Remarque: Il est important de vérifier la derniére condition qui n’est pas
conséquence des précédentes (contrairement a la propriété f(e) = € pour un
morphisme de groupe).

On dira que f est un isomorphisme d’anneauzr si f est un morphisme
d’anneaux bijectif. Dans le cas ou les anneaux sont des corps, on parlera
de morphisme de corps.

Exemple 4.21. — L’image d’un morphisme d’anneaux de (A, +, x) dans (B, +, X)
est un sous-anneau de (B,+', x").

Exemple 4.22. — Vérifier qu’un morphisme de corps f: A — B est tou-
jours injectif.

Démonstration. — Sia’ # a, alors a’—a est inversible dans A et 1 = f(14)

f((@'=a) x (a'~a) 1) = (f(a)~ f(@)) x' (f(a' ~a)) L. Donc f(a) # f(a). O

4.3. Idéaux d’un anneau

Définition 4.9. — Soit (A,+, X) un anneau et I C A; I est un idéal si :
(i) (I,+) est un sous-groupe de (A,+),

(ii) Pour tout x € I et pour touty € A, z x y € I,

(iii) Pour tout = € I et pour tout y € A, y x x € I.

L’importance des idéaux vient du fait qu’ils jouent, pour les anneaux, un role
similaire a celui des sous-groupes distingués pour les groupes: Nous verrons
que sont les noyaux des morphismes, et également la “bonne” structure avec
laquelle on peut quotienter un anneau, et obtenir ainsi un anneau quotient.
Donnons quelques exemples d’idéaux.

Exemple 4.23. — {04} et A sont des idéaux de (A,+, X).

Exemple 4.24. — Lesidéaux de (Z,+, x) sont les sous-ensembles de la forme
nZ, oun € N,
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Démonstration. — Soit I un idéal de (Z,+, x). Par définition I est sous-
groupe de (Z,4+). On a vu que dans ce cas, il existe n € N tel que I = nZ.
Inversement, n Z est stable par multiplication par un entier, donc est un idéal
de (Z,+,"). O

Exemple 4.25. — les matrices n X n de déterminant nul forment un idéal
de Uanneau des matrices n X n.

Exemple 4.26. — On considére l'anneau C(O) des fonctions continues sur
un intervalle O C R. St K est un compact inclus dans O, les fonctions de
C(O) nulles sur K forment un idéal de C(O).

Exemple 4.27. — Soit P(X) un polynome de R[X]. Les polynomes Q(X)

qui s’écrivent sous la forme Q(X) = P(X)R(X) (polynomes divisibles par P)

forment un idéal.

Exemple 4.28. — Les polynomes de R[X,Y| qui s’écrivent sous la forme
P(X,Y) = X?Q(X,Y) + Y?R(X,Y)

forment un idéal.

Exemple 4.29. — Si I est un idéal de (A, +,x) et silgq € I alors I = A.

Démonstration. — En effet, pour tout a € Aonalgxa=aé€l. O

Exzemple 4.30. — Soit (A, +, X) un anneau commutatif. On dit que v € A
est nilpotent s%l existe n € N tel que " = 04. On note I l’ensemble des
éléments nilpotents de A. Alors I est un idéal de (A, +, X) (ainsi, par exemple,
dans 7./8Z, l’ensemble I = {0,2,4,6} est un idéal).

Démonstration. — On commence par vérifier que I est un groupe additif.
Soient a,b € I. 1l existe n, m € N tels que a” = b™ = 04. On utilise la formule
du bindéme

n+m
(a+b)"tm = Z Cptm gl x prtm=k
k=0
(on utilise ici le fait que 'anneau est commutatif). Il suffit maintenant de
remarquer que, pour tout k € {1,...,n+m}onan>noun+m—~k>m

et par conséquent a* "tk = 0,. Conclusion (a + b) € I. Clairement, si
0a€let,siaelalors —ael.

Enfin, remarquons que sia € I, a” =04 et b € A alors (a xb)" = a™ xb" =
0,donc axbel. ]

Proposition 4.6. — Soit f : A — A’ un morphisme d’anneauz. Alors
Ker f est un idéal.
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Ce résultat explique pourquoi les idéaux tiennent une place importante dans
l’étude des anneaux (contrairement aux sous-anneaux qui sont peu utilisés).

Démonstration. — On sait déja que Ker f est un sous-groupe de (A, +). Main-
tenant, si a € Ker f et si b € A, alors

flaxb) = f(a) x" f(b) =04 x" f(b) = 0a,

donc a x b € Ker f. On montre de méme que b x a € Ker f. Ce qui montre
que Ker f est un idéal de A. O

Proposition 4.7. — Soit f : A —— A’ un morphisme d’anneaux. Alors,
limage réciproque d’un idéal de A’ est un idéal de A.
Si f est surjective, alors l’image d’un idéal de A est un idéal de A’.

Démonstration. — Soit I’ un idéal de A’; I’ est un sous-groupe, donc on sait
déja que f1(I’) est un sous-groupe de (A, +). Maintenant, si a € f~1(I’) et
sibe A, alors f(a x b) = f(a) x f(b), mais f(a) € I’ qui est un idéal, donc
fla) x f(b) € I'.

On montre de méme que f(b) x f(a) € I'. Ce qui montre que f~1(I’) est
un idéal de A.

Supposons maintenant f surjective. Soit I un idéal de A; I est un sous-
groupe, donc on sait déja que f(I) est un sous-groupe de (A’, +). Maintenant,
sia € f(I)etsib € A, alors ' = f(a) avec a € I, et, comme [ est surjective,
b = f(b) avec b € A. Donc

a’' x b = f(a) x f(b) = f(a xb);

mais a € [ donc a x b € I donc o’ x ¥ € f(I).
On raisonne de la méme fagon pour b’ x a'.

Exemple 4.31. — Soient I et J deux idéaur de (A, +, x). Alors
I+J:={a+b:acl, beJ},
est un idéal de (A, +, X).

Exemple 4.32. — L’intersection d’une famille quelconque d’idéaux de (A, 4+, X)
est un idéal de (A,+, X).

Exemple 4.33. — Soit (A, +, X) un anneau commutatif. On note
aA:={axz:zeA}
Alors a A est un idéal de (A, +, X).

Exemple 4.34. — Vérifier que Z n’est pas un idéal de (Q,+, x).
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Proposition 4.8. — Soit (K, +, x) un corps, alors les seuls idéauz de (K, 4+, X)
sont {Ox} et K. Si un anneau commutatif posséde exactement deur idéau,
alors c’est un corps.

Démonstration. — On suppose que (K, +, x) est un corps. Soit I un idéal,
I # {0x}. Soit a € I — {0k}. Alors a=! x a € I donc 1 € I et d’aprés un
exercice précédent, I = K.

Supposons maintenant que (A, +, x) ait exactement deux idéaux {04} et
A. Soit a € A—{04}. On sait que a A est un idéal et il est non réduit & {04}.
Donc a A = A. Conclusion, il existe x € A tel que a x x = 14. Donc tout
élément non nul de A est inversible, et A est un corps. ]

Exemple 4.35. — Soit (K,+, xX) un corps, (A,+, X) un anneauw non réduit
a {04}, et f: K — A un morphisme d’anneauz. Alors f est injectif.

Démonstration. — On sait que Ker f est un idéal de (K, +, x). Donc deux
possibilités, soit Ker f = {0k} soit Ker f = K. Remarquons que, par définition,
f(1g) = 14, donc Ker f # K. C’est donc que Ker f = {0x}, ce qui termine
la démonstration. O

4.4. Anneau quotient

Soit (A, 4+, x) un anneau commutatif et I un idéal de A. On note ~ la
relation définie par
a~b — b—ael

pour tout a,b € A.
Théoréme 4.1. — La relation ~ est une relation d’équivalence compatible
avec les lois + et X.
On peut munir 'ensemble quotient A/I d’une structure d’anneau en définissant

les lois + et x par

atb=a+0, et axb=axb.
On dit que (A/I,+, x) est [’anneau quotient de A par I.
Démonstration. — On remarque d’abord que (I, +) est un groupe commutatif
(et donc distingué) d’ out la compatibilité avec 'addition. En ce qui concerne
la multiplication, a ~ b signifie a — b € I; mais, I étant un idéal, on a

Ve € A, cla—b)el et (a—b)cel.

On a donc bien les lois de composition internes 4 et x sur que quotient, qui

héritent des propriétés vérifiées dans un anneau (la seule que nous n’avons pas
vérifiée est la distributivité de la multiplication par rapport a I’addition, mais
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sa démonstration ne présente pas de difficulté). On remarque que ’élément
neutre pour la multiplication est 1.

O

Quelques mots sur le vocabulaire utilisé. Si a ~ b, on dira que a et b sont
congrus modulo I. Dans le cas ou l'idéal I = c A, on dira que a et b sont
congrus modulo c.

Exemple 4.36. — Considérons nZ qui est un idéal de (Z,+,-). Alorsx ~vy
si et seulement six =y [n].

On note A/I I'ensemble des classes d’équivalence pour la relation ~ définie
ci-dessus. La classe d’équivalence de a € A seranotée @ =a+1 :={a+b :
bel}.

Ezemple 4.37. — On considére l'idéal nZ de (Z,+,-). Alors (Z/nZ,+, x)
est un anneau commutatif.

Exemple 4.38. — On considére l'idéal (X% + 1)R[X] dans (R[X],+, x).

Alors (R[X]/(X? + 1) R[X], +, X) est un anneau commutatif. On remarquera
que

AT OX Xd + VX =ad —bb + (abl + ba) X,
d’ ot lon déduit facilement que Uapplication f = (R[X]/(X%+1)R[X], 4+, x) —
C définie par .
Va,b € R, fla+bX)=a-+1ib,
est un isomorphisme de corps, et donc que (R[X]/(X?+ 1) R[X], +, X) est un
corps.

On note
T A— AJI,
la surjection canonique définie par w(a) =a =a+ 1.
Théoréme 4.2. — [Théoreme d’Emmy Noether] Soit f : A — A" un mor-

phisme entre deux anneauzr commutatifs (A, +, x) et (A", +', x"). Alors Im f
est isomorphe o A/Ker f et le diagramme ci-dessus est commutatif

A L

wl K

A/Ker f I, Im f,

ot i est l'injection canonique de Im f dans A’ définie tout simplement par
i(z) = x. Plus précisément, f est l'unique isomorphisme d’anneauz tel que

f=iofor.
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Démonstration. — On vérifie d’abord que f est bien définie. En effet, elle est
définie par
[ (@) = f(=),
et il faut vérifier que cette définition ne dépend pas du représentant choisi
dans . Maissiz =9, x —y =2z € I et f(x) = f(y) puisque z € Ker(f).
Vérifions maintenant que f est un morphisme. On a

fa+g)=flx+y) =fle+y) = fl@)+ fly) = F@) + F(©).

La démonstration est similaire pour le produit. On a clairement f(e) = €.
Vérifions maintenant que f est bijective. D’abord, on a

f(#) =0+ f(r) =0+ z € Ker(f) <= i =0,

donc f est injective. La surjectivité est immédiate.
Le dernier point du théoréme (unicité) est admis sans démonstration.  []

Exemple 4.39. — Considérons le morphisme d’anneauz f : R[X]| — C défini
par f(P) = P(i). Alors le théoréme de Noether montre que lapplication

7. (RIX]/(X* +1)R[X] — C
' P —  P(i)

est un isomorphisme.

Soit (A, +, x) un anneau commutatif et I un idéal de A. Nous donnons ici
une description des idéaux de (A/I,+, x).

Proposition 4.9. — Soit J un idéal de (A,+,Xx). qui contient I, alors
n(J) :={n(a) € A/I : a € J} est un idéal de (A/I,+, x).

Soit J un idéal de (A/1,+,%), alors 7= *(J) :={a € A : n(a) € J} est un
idéal de (A, 4+, x).

Démonstration. — 1l suffit d’utiliser le fait que 7 est un morphisme d’anneaux.
O

4.5. Idéal premier et idéal maximal
Soit (A, +, X) un anneau commutatif.
Définition 4.10. — On dit qu’un idéal I de (A, +, x) est un idéal maximal

st les idéaux de (A, 4+, X) qui contiennent I sont I et A.
On dit qu’un idéal I de (A,+, x) est un idéal premier si

Va,be A, axbel = (ael ou bel).
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Exemple 4.40. — On considére l'anneau (Z,+, x). On rappelle que
nZ Cmi <= m divise n < n multiplede m .

Soit n > 2, vérifier que n7Z est un idéal mazximal, si et seulement si n est un
nombre premier.

Démonstration. — On suppose que nZ est un idéal maximal. Soit d un di-
viseur de n, alors nZ C dZ. Donc dZ = nZ ou dZ = 7Z, ce qui s’exprime
aussi sous la forme de d =n ou d = 1. Donc n est un nombre premier.
Inversement, si n est un nombre premier et si nZ C mZ alors m divise n
et donc m =n ou m = 1, ce qui s’exprime par mZ = nZ ou mZ = Z. Donc
n Z est un idéal maximal. O

Exzemple 4.41. — On considére l'anneau (Z,+, x) et n € N —{0}. Vérifier
que n7Z est un idéal premier, si et seulement si n est un nombre premier.

Démonstration. — On suppose que n Z est un idéal premier. Soit d un diviseur
de n, on peut écrire n = qd. Alors qd € nZ donc soit d € nZ soit ¢ € nZ.
Autrement dit soit d est un multiple de n soit ¢ est un multiple de n. Donc
soit d = n soit d = 1. Ce qui prouve que n est un nombre premier.
Inversement, si n est un nombre premier et si ab € nZ. Alors n divise ab
et donc n divise a ou n divise b. Autrement dit a € nZ ou b € nZ. O

Plus généralement, nous avons la
Plus généralement, nous avons la

Proposition 4.10. — Soit (A,+, xX) un anneau commutatif et I un idéal de
A. Alors
(i) I est un idéal premier <= (A/I,+, x) est un anneau intégre.
(i) I est un idéal maximal <= (A/I,+, x) est un corps.
En particulier, un idéal mazximal est un idéal premier.
Démonstration. — Démontrons (i). On note m# : A — A/I la surjection

canonique définie par 7(a) = a + I. Par définition, I est un idéal premier si
et seulement si

Va,b € A, axbel = (acl ou bel).

Remarquons que
m(c) =0 = cel.

En utilisant la définition de 7, on constate que cette assertion est équivalente
a l'assertion

Va,be A/I,  axb=0 = (a=0 ou b=0)

ce qui est justement la définition du fait que (A/I, +, X) est un anneau integre.
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Démontrons maintenant (ii). Dans un premier temps, on suppose que
(A/I,+,x) est un corps. Alors A/I # {0} (car nécessairement 1 € A/I).
Autrement dit I # A. On note 7 : A — A/I la surjection canonique définie
par m(a) = a+ I = a. Soit J un idéal de A qui contient I tel que J # I.
Montrons que J = A, ce qui montrera que I est un idéal maximal.

Soit @ € J — I. Alors n(a) € A/I — {0}. Or, (A/I,+, %) est un corps,
donc il existe b € A tel que 7(a) X w(b) = 1. En particulier, a x b € 14 + I.
Utilisons maintenant le fait que J est un idéal pour conclure que a X b € J.
Donc, 14 € J, ce qui permet de conclure que J = A (utiliser le résultat de
I’Exemple 4.29).

Inversement, on suppose que I est un idéal maximal, montrons que (A/1, +, x)
est un corps. Soit @ € A/I — {0} et a € A tel que 7(a) = a. Le fait que a # 0
se traduit par a + I # I. En particulier, a ¢ I. On note

J=I1+aA.

On vérifie que c’est un idéal de (A, +, X) qui contient strictement I. Etant
donné que I est un idéal maximal, on peut conclure que

I+aA=A
En particulier, 14 € I + a A. 1l existe donc b € A tel que
lgy—axbel.

Donc
14 =n(a) x (D),

ce qui montre que a est inversible. Le reste de la démonstration est aisé et
laissé au lecteur. O

Donnons quelques applications de ce résultat.

Exzemple 4.42. — On considére l'anneau (Z,4+, X) et p un nombre premier.
On a vu que l'idéal pZ est un idéal maximal donc (Z/pZ,+, x) est un corps.

Exemple 4.43. — 1T Soit (A,+, X) un anneau commutatif. Alors l'idéal
{04} est maximal, si et seulement si (A, +, X) est un corps.

Démonstration. — Supposons que {04} soit un idéal maximal. Soit I un
idéal de (A,+,%x). On a 04 € I, donc I = {04} ou I = A. Conclusion,
les seuls idéaux de (A, +, x) sont {04} et A. En utilisant le résultat de la
Proposition 4.8, on peut conclure que (A, +, X) est un corps.

Inversement, si (A, +, x) est un corps, alors la Proposition 4.8 nous permet
d’affirmer que les seuls idéaux de (A, +, x) sont {04} et A. Donc {04} est un
idéal maximal. O
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4.6. Idéaux principaux

Soit (A, 4+, X) un anneau commutatif.

Définition 4.11. — Soient a,b € A. On dit que a divise b (ou que b est un
multiple de a s’il existe c € A tel que b= a X c.

Proposition 4.11. — a divise b si et seulement sibA C a A

Démonstration. — Si a divise b alors il existe ¢ € A tel que b = a X ¢. En
particulier b € a A. Ce qui entraine immédiatement que b A C a A.

SibA C aA alors b € aA. En particulier, il existe ¢ € A tel que b =
a X c. O

Exemple 4.44. — Dans (Z,+, X), 247 C 47 qui traduit le fait que 4 divise
24.

Définition 4.12. — On dit qu’un idéal I de (A,+, x) est principal, s’il est
engendré par un seul élément, autrement dit I = a A.

Exemple 4.45. — Pour tout n € N, nZ est un idéal principal de (Z,+,).

Définition 4.13. — On dit qu’un anneau commutatif (A, +, X) est principal
si c’est un anneau integre et si tout idéal de A est principal.

Exemple 4.46. — (Z,+, X) est un anneau principal.

Exemple 4.47. — Vérifier qu’un corps est un anneau principal.

Démonstration. — On a vu que les idéaux d’un corps (K, +, x) sont {O0x} =
O K et K = 1 K, en particulier, ils sont tous principaux. ]
Ezemple 4.48. — L’anneau (Z/6Z,+, x) n'est pas un anneau principal car

ce n’est pas un anneau integre.
Donnons un dernier exemple d’anneau qui n’est pas principal.
Exemple 4.49. — On considére dans l'anneau (R[X,Y],+, X), ’ensemble
I ={XPX,)Y)+YQX,Y): PQeRX,Y]}.
Vérifier que I est un idéal mais que I n’est pas un idéal principal.

Démonstration. — Supposons que I est un anneau principal. Il existerait
Py € R[X,Y] tel que I = PyR[X,Y]. Dans ce cas, X € I s’écrirait sous la
forme

X = Py(X,Y)Q(X,Y).



4.7. PGCD ET PPCM 61

Il est facile de vérifier que cela entraine nécessairement que Py est de la forme
Py(X,Y) = a X +b. Utilisons maintenant le fait que Y € I devrait s’écrire
sous la forme

Y =PFP(X,Y)R(X,Y),
et que nécessairement Py est de la forme Py(X,Y) = ¢Y +d. Donc, finalement,
Py est un polynome constant (non nul). Donc, I = R[X, Y], ce qui constitue
une contradiction. O

Théoréme 4.3. — [Théoreme d’Emmy Noether] Soit (A, +, X) un anneau
principal et (I,), une suite d’idéauz telle que
In - In—i—l )

alors la suite (I,), est stationnaire a partir d’un certain rang.

I:UIn

neN
On vérifie aisément que c’est un idéal. [’anneau étant principal, il existe a € A
tel que I = a A. En particulier, a € I donc il existe ng € N tel que a € I,,.
On a donc les inclusions

Démonstration. — On note

I=adACIl,,CIl,CI

pour tout n > ng. O

4.7. PGCD et PPCM
Soit (A, +, x) un anneau commutatif integre.

Définition 4.14. — Soient a,b € A et d € A. On dit que d est un PGCD
de a etb si

(Vz € A, zla e z|b <<= z|d).
Soient a,b € A et m € A. On dit que m est un PPCM de a et b si
(Vx € A, alr e blx < m|x)

Remarquons que le PGCD et le PPCM de deux éléments est défini & mul-
tiplication pres par un élément inversible de A.

Soit (A, 4+, X) un anneau principal et a,b € A. On vérifie que a A+ b A est
un idéal. Donc, il existe d € A tel que

dA=aA+bA.

Le résultat suivant précise le lien entre d et un PGCD de a et b.

Théoréme 4.4. — Soit (A,+, X) un anneau principal, a,b,d € A. Alors, les
propositions suivantes sont équivalentes :
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(i) d est un PGCD de a et b.
(i) dA=aA+bA.
(iii) d |a, d|b e JuveA d=au+bv.

Démonstration. — Pour tout x € A, on a I’équivalence
zla et z|b <= (aACzA et bACzA) <= aA+bACTA.

Démontrons que (i) est équivalent a (ii). Supposons que dA = a A+ bA et
montrons que d est un PGCD de a et b. Soit z € A tel que = | a et = | b.
Alors, dA = aA+bA C x A et donc z | d. Inversement, si x | d alors
aA+bA=dACzA, etdoncz |aetx]|bcequitermine la démonstration
du fait que d est un PGCD de a et b.

Inversement, soit d un PGCD de a et b et d tel que aA+bA =dA. Par
hypotheése d | a et d | b. Donc dA =aA+bA CdA. Doncd | d. De plus
aACdAetbAC dA. Doncd |aetd|bdoncd | dpuisdAcCdA. Cequi
montre que d A = d A.

Démontrons maintenant que (ii) est équivalent a (iii). Pour cela il suffit de
remarquer que l'on a les équivalences

dla e d|b < (@ACdA et bACdA) <= aA+bACdA
et

Ju,veA d=au+bv < dACaA+bA.
Ce qui termine la démonstration. O

Soit (A, 4+, X) un anneau principal et a,b € A. On vérifie que a AN b A est
un idéal. Donc, il existe m € A tel que

mA=aANDbA.

Le résultat suivant précise le lien entre m et le PPCM de a et b.

Théoréme 4.5. — Soit (A,+, X) un anneau principal, a,b,m € A. Les
propositions suivantes sont équivalentes :

(i) m est un PPCM de a et b.
(il) mA=aANDbA.

Démonstration. — Pour tout x € A, on a I’équivalence
al|lrz e blz < (@ACaA et zACbLA) <<= zrACaANbA.

Supposons que mA =a A N b A et montrons que m est un PPCM de a et b.
Soit x € Atelquea |xetb|x. Alors,t ACaANbA=mAetdoncm | z.
Inversement, sim | x alorstACmA=aANbA etdonca |xeth]|xce
qui termine la démonstration du fait que m est un PPCM de a et b.

O
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Définition 4.15. — Soit (A, +, X) un anneau principal et a,b € A. On dit
que a,b sont premiers entre eux si 14 est un PGCD de a et b.

Théoréme 4.6. — [Théoreme de Bézout] Soit (A, +, X) un anneau principal
et a,b € A. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) a et b sont premiers entre eux.

(i) aA+bA=A.

(iii) Ju,v e A au+bv=14.
Exercice 4.1 (Théoréme de Bézout généralisé). — Dans un anneau prin-
cipal (A,+, x), montrer que les éléments ai,--- ,a, sont premiers entre eux
dans leur ensemble (i.e. tous les PGCD communs de aj,--- ,a, sont in-
versibles) si et seulement si il existe (uy,--- ,u,) € A" tel que ayuy + -+ +
ar Uy = 14.

Théoréme 4.7. — [Théoreme de Gauss| Soit (A, +, X) un anneau principal
eta,be A. Sia | bxcetsia etb sont premiers entre euzx, alors a | c.

Démonstration. — On utilise le Théoreme de Bézout qui nous assure de ’existence
de u,v € A tels que
au+bv=14

On multiplie cette égalité par ¢ pour trouver que
acu+bcv=c.

Clairement le membre de gauche est divisible par a, donc a divise c. ]

4.8. Anneaux euclidiens et entiers de Gauss

Définition 4.16. — Un anneau commutatif intégre (A,+, x) est euclidien
s’il existe une application

N:A—{OA}—>N,

telle que pour tout couple (a,b) € A? avec b # 04, il existe un couple (q,r) de
A? tel que

a=bxqg+r e (r=0 ou N(r)<N()).
Donnons deux exemples qui seront utiles pour éclaircir cette définition.

Exemple 4.50. — Prenons sur l'anneau (Z,+, %) Uapplication N(n) = |n|.
On vérifie que (Z,+, X) est un anneau euclidien.

Exemple 4.51. — Prenons sur l'anneau (K[X],+, %) avec (K,+, x) corps
commutatif, l'application N(P) = deg P. On vérifie que (K[X],+, X) est un
anneau euclidien.
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En suivant pas a la pas la démonstration du corollaire 5.2, on obtient la:
Proposition 4.12. — Tout anneau euclidien est principal.
L’anneau des entiers de Gauss) est ’ensemble
Z[i] :={n+im : n,m €7}
muni de I’addition et de la multiplication des nombres complexes.

On vérifie aisément (exercice) que (Z[i], +, X) est un anneau intégre com-
mutatif. On note alors

N(n+im) :=n?+m?.

Proposition 4.13. — L’anneau (Z[i],+, X) est euclidien.
Démonstration. — Soit £ € C. On vérifie (faire un dessin) qu'il existe z € Z[i]
tel que
1
€ — Z|2 < 3"
Soient x,y € Z[i], y # 0. On note § = % D’apres ce que 'on vient de voir,
il existe ¢ € Z[i] tel que
1
2
_ < =
€—a” =3
On note
ri=x-—yq.

On remarque que r € Z[i] et que, par construction

N(r) = NGz —qy) = | —a* o> < ZJyl? < N(y).

Ce qui termine la démonstration. ]



CHAPITRE 5

POLYNOMES

5.1. Généralités

Dans toute cette section, on fixe un anneau (A, +, x) commutatif. On
note AN Vensemble des suites presque nulles d’éléments de A, c’est-a-dire
I’ensemble des suites de A n’ayant qu’'un nombre fini de termes distincts de
04. On note (0) la suite dont tous les termes sont nuls et (ey,) la suite dont
tous les termes sont nuls, sauf celui d’indice n, qui vaut 1.

Sur AN on définit deux lois de composition internes + et x par

(a’)+(b) = (a0+b07a1+b1)"'7an+bna"')

(@) x (b) = (GOXbOaal X bo +ag X by, - ,Zakanflm'“)'
k=0

Par des calculs faciles (mais un peu laborieux), on vérifie que AN muni de
ces deux lois de composition interne est un anneau. Plus précisément :

— la suite nulle (0) est ’élément neutre pour +;
— l'opposé de la suite (ag, -+ ,an, ) est la suite (—ag, -+, —apn, -+ );
— la suite (eg) = (1,0,---,0---) est I’élément neutre pour X.

En pratique, on note 1 la suite (eg), X la suite (e1) et X™ la suite presque
nulle (ey,) avec n > 2. On convient que 0 désigne la suite nulle. Cette notation
est cohérente avec le fait que pour tout n € N, on a bien

(X)" = (e1)" = en = X"

De ce fait, ’élément (ag, - - , an, - ) de A®M) correspond a I'expression algébrique

) S ax*
k=0
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On note alors A[X] I’ensemble de ces expressions algébriques, appelé ensemble
des polynomes a une indéterminée et a coefficients dans A. Le terme général
de (2) est appelé mondome.

1l est d’usage de ne pas écrire les mondmes a, X* de (2) tels que que aj, = 0.
En conséquence, un polyndéme ne comporte qu'un nombre fini de termes. On
convient aussi de noter ag au lieu de ag 1. En conséquence, suivant le contexte,
ap désigne ou bien un élément de A ou bien un élément de A[X]. Cet abus de
notation ne crée pas de confusion en pratique et est justifié par le fait que les
lois de composition interne + et x agissent de la méme fagon sur les éléments
de A et sur les éléments de A[X] du type a 1.

Avec cette nouvelle notation, les lois de composition interne se transcrivent
en:
max(m,n)
P+Q = > (a+b) X"
k=0

m—+n

PQ = > > apxby XF,

k=0 p+q=k
si P=ag+a1 X+apnX™ et Q=0by+bX+---b,X".

Exemple 5.1. — Les trois ensembles Z[ X ], R[X] et C[X] désignent les polynomes
a coefficients entiers, réels et complexes, respectivement. L’ensemble (M, (R))[X]
contient les polynomes de matrices vus en cours de “réduction des endomor-
phismes”.

Exemple 5.2. — Les ensembles Z[X], R[X] et C[X] munis de + et x sont
des anneauxr commutatifs. Tel n’est pas le cas de (M, (R))[X] (sauf sin =1
bien sur).

Définition 5.1. — Soit P = a, X"+ -~ ag un polynome de A[X]. On associe
d P la fonction polynéme P : A x A définie par

Ve e A, P(x) = Zak:ﬂk.
k=0

Remarque: En pratique, on utilise la méme notation P pour désigner le
polynoéme (objet algébrique) ou la fonction polynéme. Pour les polynomes
a coefficients dans R ou C cette application est injective, et I'indentification
entre le polynome et la fonction polynoéme est possible. Par contre, ce n’est
plus la cas si A est fini. Par exemple, si A = Z/2Z, il n’y a que 4 fonctions de
A dans A, mais une infinité de polynomes disctincts!
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Ezxercice 5.1. — Soit x € A. Vérifier que Uapplication @, : A[X] — A est
un homomorphisme d’anneaux vérifiant de plus:

VA € A, VP € A[X], ®(AP) = A®(P).

5.2. Degré et valuation

Définition 5.2. — Soit (A, +, X) un anneau (quelconque) et P € A[X] un
polynome a coefficients dans A. On suppose que les coefficients de P sont
donnés par la suite presque nulle (a).

Si P n’est pas nul, on appelle :

— degré du polynome P, noté deg P, le plus grand indice k tel que ap # 0;
— valuation du polynéome P, notée v(P), le plus petit indice k tel que ay, # 0.

Par convention, on pose deg0 = —oo et v(0) = 4o0.

Lemme 5.1. — Soient P,Q € A[X], alors™V)

—degPQ < degP + deg@ et v(PQ) > v(P) + v(Q) avec égalités si
l'anneau A est intégre;
— deg (P + Q) < max(deg P,deg Q) et v(P + Q) > min(v(P),v(Q)).

Démonstration. — On suppose que P et @ sont non nuls (donc de degré positif
ou nul), sinon le résultat est évident. Notons P = a, X" + -+ ap et Q =
bpX™ + -+ 4+ by avec m = deg P et n = deg@ (et donc a,, # 0 et b, # 0).
Alors

PQ = (am X bn) xXmrn oL + apbo.

En conséquence, le degré de P@Q vaut au plus m+n. Si 'anneau A est integre,
on peut de plus affirmer que a,, x b, # 0, et donc le degré de PQ vaut
exactement m + n.

Par ailleurs, si ’on suppose par exemple que m < n alors
P+Q=(an+by)X" + -+ (ao + bo).
Donc P + Q est de degré au plus n.

La démonstration pour les valuations est laissée au lecteur. O

Corollaire 5.1. — Si l'anneau (A, +, x) est intégre alors il en est de méme
pour (A[X],+, x) et l’ensemble des éléments inversibles de (A[X],+, x) est
I’ensemble des polynomes constants (c¢’est-a-dire de degré inférieur ou égal a
0) a coefficients inversibles.

() Avec la convention que —oo+d = —oco si d € NU{—o00} et 400+d = +oo si d € NU{+00}.
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Démonstration. — Pour démontrer le premier point, supposons que PQ = 0.
Alors, vu la proposition précédente, on doit avoir deg P+deg ) = —oo et donc
deg P = —o0 ou deg Q = —oo. Autrement dit P ou @ est nul.

Soit maintenant P un élément inversible de A[X]. Alors il existe un polynéme
Q@ tel que PQ = 1. En conséquence deg P + deg@ = 0, et donc les deux
polyndémes P et () sont constants. Si P = ag et Q = by, on obtient donc
ag X bg = 14, ce qui signifie bien que ag est inversible. La réciproque est
claire. O

5.3. Division euclidienne

Proposition 5.1. — Soient Py, Py € A[X] tel que le terme de plus haut degré
de Py soit inversible dans A. Alors, il existe un couple (Q,R) € (A[X])? tel
que

PP=QP+ R et degR < deghs.

Si A est intégre alors ce couple est unique.

Démonstration. — La preuve de ce résultat repose sur une récurrence sur le
degré n de P;. Si degP; < deg P,, alors on prend simplement () = 0 et
R=P.

Supposons maintenant que le résultat est vrai pour n — 1 (avec n > deg P»)
et montrons-le pour P, de degré n. Ecrivons

Pl(X) =a, X" +...4+ag
et
Par hypothese, n > m et b,, est un élément inversible de A. On vérifie alors
que
deg (Pi —ap x b X""™Py) <n—1.
En conséquence, il existe @1 € A[X] et R € A[X] tels que deg R < deg P» et
Py —ap x bt X" Py = Q1P + R.

On a alors le résultat voulu avec Q = Q1 + a, x b} X"™™.

L’unicité dans le cas A integre se démontre comme dans le cas “classique”.
On suppose que

P =QP,+R=Q'P,+ R avec degR < degP; et degR < degh.

On a donc R — R = (Q — Q') P,. Donc deg (R’ — R) = deg (Q — Q') + deg Ps.
Etant donné que deg (R’ — R) < deg Py, cela n’est possible que si R — R =
Q-Q'=0. 2
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Ezxercice 5.2. — Dans R[X], effectuer la division euclidienne de 2X°— X3+
X2 +1 par X3 — X +1.

Corollaire 5.2. — Soit (K,+,x) un corps commutatif. Alors pour tous
polynomes Py et Po de A[X] avec Py # 0, il existe un unique couple (Q, R) €
(A[X])? tel que

P=QP,+ R et degR < deghs.

On dit que (K[X],+, X) est un anneau euclidien.

Démonstration. — On applique la proposition précédente en remarquant que
dans un corps les éléments inversibles sont les éléments non nuls et que, par
conséquent, on peut effectuer la division euclidienne par tout polynéme non
nul. O

Corollaire 5.3. — Soit (K,+, X) un corps commutatif. Alors (K[X],+, x)
est un anneau principal.

Démonstration. — Soit I un idéal non réduit a {0} de (K[X],+, x). Soit
Py € 1 tel que
deg Py = min{degP : P €I —{0}}.
Montrons que I = Py K[X]. Clairement Py K[X]| C I car I est un idéal.
Inversement, soit P € I. Par définition il existe @, R € K[X] tels que
P=QFPy+ R avec degR < deghp.

Notons de plus que R € I. donc, vu la définition de Py, on doit avoir deg R =
—oo autrement dit R = 0. En conséquence P = QP € Py K[X]. O

Définition 5.3. — Soit (A, +, X) un anneau (quelconque). On dit que a € A
est une racine du polynome P de A[X] si P(a) = 0.

Corollaire 5.4. — Soit P € A[X] eta € A. Alors X —a | P si et seulement
si P(a) = 0.

Démonstration. — Si X —a | P alors il existe Q € A[X] tel que P = (X —a) Q.
En particulier P(a) = (a — a) Q(a) = 0.
Réciproquement, on utilise la proposition précédente pour écrire
P=(X-a)Q+R
avec deg R < deg (X — a) = 1. Donc R est un polynéme constant. Calculons
0= P(a) = (a—a)Qa)+ R(a)
pour conclure que R(a) = 0 et donc que R = 0. Ce qui montre que X — a
divise P. O

Corollaire 5.5. — Soit (A,+, x) un anneau intégre et P € A[X]. Soient
ai,...,ax des racines distinctes de P. Alors (X —ay)...(X —ay) | P.
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Démonstration. — On procede par récurrence sur k. Si k = 1, c’est le corol-
laire précédent. Supposons le résultat démontré pour k racines distinctes quel-
conques, et considérons ay, - - - ,aps+1 des éléments deux a deux distincts de A.
Alors I'hypothese de récurrence assure l'existence de ) € A[X] tel que

P=(X—-a)...(X —ar)Q.
Si 'on évalue cette expression en ag41, on a donc
0= P(ak_,_l) = (ak+1 — al) X ... X (ak_H — ak) X Q(ak+1).
Comme A est integre cela implique que ajiq1 est racine de @, et donc @

est divisible par X — agy1. Cela permet de conclure au résultat pour k + 1
racines. O

Corollaire 5.6. — Si (A,+, X) est un anneau intégre alors tout polynéme
de degré n (avec n > 0) a au plus n racines.

Remarque: Il peut en avoir moins, cf. par exemple dans R[X] le polynome
X2 4+1.



